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考虑 到广 大 非数学专 家学者 阅读

的方便
,

作者采 用 了柞 严格专业 式的表述方 法
,

希 望能 引起各界读者 的兴趣
。

王元院士是 中外著名 的数学 家
。

他与方开泰教授合作研 究的
“

均匀设计
”
这一创新性

、

突破性成果是 1 98 1 年正式发表的
。

十几年来
, “

均 匀设计
”
法 已逐步在我 国许 多生产

、

实验

领域获得 了有效 的应 用
,

产 生 了很大 的经济
、

技 术效益
,

并获得 了 国际数学界的 高度评价

和重视
。

这次发 表这 篇专稿
,

是希望
“均 匀设计

”
这一我 国 独创 的有 巨 大应 用潜 力 的科学方法

,

能在科技界
、

实业界引起更 广泛 的关注和 了解
,

进而能 突破 目前应 用 上的 自发状态
,

使之

成为 在各行各 业 中 广 为知晓
、

广 为应 用 的方法
,

在我 国科研和生 产的更多领域中 日 益发挥

其重要作 用
。

在科学实验与工农业生产中
,

经常要做实验
。

如何安排实验
,

使实验 次数尽量少
,

而又 能达到好
的试验效果呢 ? 这是经常会碰到的 问题

。

解决这个

问题有一门专门的学问
,

叫做
“

试验设计
” 。

试验设

计得好
,

会事半功倍
,

反之就要事倍功半了
。

例如假定某化学产品的质量依赖于三个因素
,

即温度 ( A )
、

反应时间 ( B ) 与苏打浓度 ( C )
。

这三个

因素各取值如下
:

温度 ( A ) :

80
‘

C
,

85
‘

C
,

90
‘

C

时间 ( B )
: 9 0 分

,
1 2 0 分

,
1 5 0 分

苏打浓度 ( C ) : 5 肠
,

6 %
,

7 %

我 们 将各 因 素 的 不 同值分别 记 为 A
, 、

A Z 、

A
3

⋯⋯C
Z 、

C
3 ,

其中 A
, 、

A
: 、

A
。

称为因素 A 的水平
,

其他

依次类推
。

试验设计的 目的在于研究各 因素间 的影响及

找出最佳的水平组合
。

一个好的试验设计既要能尽

量减少试验次数
,

又要能获得最多的信息量
。

我们

先介绍一下传统的方法
:

1
.

考虑各因素水平间的所有组合

以上面的 例子来说
,

水平间的所有组合数为 3

x 3 x 3 一 27
,

所有这 27 个试验都做之后
,

当然可 以

找到最佳组合
。

但若试验太昂贵或试验周期太长
,

则 会由于所需试验次数太多而无法进行
。

若在这个

例子中每个因素的水平个数为 1 0 ,

则试验次数就是
1 0 3

= 1 0 0 0 ,

太多 了
。

2. 单因紊试验
即 只对一个因素进行实验

,

而将其他因素都固

定
。

采用这个方法必须假定各因素 间没有交互作

用
。

60 年代开始
,

华罗庚在我国倡导与普及的
“

优选

法
” ,

即国外的斐波那契法或黄金分割法
,

就是单因

素 的最佳调试法
。

在实际问题中
,

各有关因素均相

互独立的情况是极少的
,

所以在使用优选法时需首

先抓住
“

主要矛盾
” ,

即根据经验突 出一个最主要的

因素进行试验
,

而将其他因素都固定住
。

因此
“

优选

法
”

还不是一个很精确的近似方法
。

3. 正交设计

这是统计学中历史悠久且普遍使用 的 多因 素

试验设计方法
,

其理论基础是正交拉丁方理论与群

论
。

如果有
s
个因素

,

每个因素的水平数为 q
,

则正

交设计的试验次数的数量级为 q Z ,

记为 O (q
2 )

。

这当

然比因素的所有水平组合 qs 低多了
。

正交设计的另

一优点为可 以按照表格来安排试验
,

使用很方便
。

我们用 L
n

(q
,
)来表示一张正交表

,

其中 L 表示正交

设计
, n
表示试验次数

,
q 表示每个因 素 的水平 个

数
,

t 表示独立因 素的 最大 个数
。

以前面的例子来

说
,

我们可以用正交表 L 。 ( 3
斗

)来安排实验
,

共做 9 次
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试验即可
。

表 I L , ( 3 4 )

赢赢誉哭
::: 1 2 3 444

lllll 1 1 1 111

22222 1 2 2 222

33333 1 3 3 333

44444 2 1 2 333

55555 2 2 3 111

66666 2 3 1 222

77777 3 1 3 222

88888 3 2 1 333

99999 3 3 2 111

我们用 表 1 的前 3 列
,

分别表示因 素 A
、

B
、

C
,

各列 中的 1
、

2
、

3 分别表示各因素 的各水平
,

于是得

表 2
。

表 2 正交设计

淤淤咫
、、 A B CCC

11111 8 0 C 9 0 分 5 %%%

22222 s o aC 12 0 分 6 %%%

33333 8 0 ℃ 1 5 0 分 7 %%%

44444 8 5 ℃ 9 0 分 6 %%%

55555 8 5 oC 1 2 0 分 7 %%%

66666 8 5 ℃ 1 5 0 分 5 %%%

77777 9 0 ℃ 9 0 分 7 %%%

88888 9 0 ℃ 1 2 0 分 5 %%%

99999 9 0 ℃ 1 5 0 分 6 %%%

于是我们就可以按照表 2 来做 9 次实验了
。

由

表 1( 或表 2) 立即看 出
:

每个 因素的每个水平均重

复 3 次
,

这称为均衡性
;
任何两个因素的所有水平

组合出现的次数均相同
,

这称为正规性
。

。

正交设计的优点为
:

( 1) 有一套表格
,

便于多 因 素试验 的设计与数

据分析
。

( 2) 由于有正交性
,

易于分析 出每个 因素的 主

效应
,

特别当每个因 素均有两个水平时
,

还可以分

析出因素间的交互效应
。

( 3) 若将试验区域映为超单位立方体
,

将试验
点对应于等距有理格子点

,

则正交设计的试验点在

试验区域中散布均匀且整齐可比
。

但对于某些工业试验与昂贵的科学实验来说
,

正交设计的试验次数仍嫌太多
,

而难于安排
,

这就

需要我们寻求新的试验设计方法
。

均匀设计就是这样一种方法
,

其试验次数比正
交设计的试验次数明显地减少了

。

它属于近 30 年

来发展起来的伪蒙特卡罗方法的范畴
。

将经典的确

定的单变量 问题的计算方法推广应用 于多变量问

题的计算时
,

计算量往往跟变量个数有关
。

即使电

脑再进步很多
,

这种方法仍无法实际应用
。

乌拉姆
( 5

.

U l o m )与冯
·

诺依曼 ( J
.

v o n N e u m a n n )在 4 0 年

代提出蒙特卡罗方法
,

即统计模拟方法
。

这个方法

的大意是将一个分析问题化为一个有同样解答的

概率问题
,

然后用统计模拟 的方法来处理后面这个

问题
。

这就使一些困难的分析 问题反而得到 了解

决
,

例如多重定积分的近似计算
。

蒙特卡罗方法的

关键是找一组随机数作为统计模拟之用
,

所以这一

方法的精度在于随机数的均匀性与独立性
。

5o 年代末
,

有些数学家试图用 确定性方法寻找

空间中均匀散布的点集来代替蒙特卡罗方法中的

随机数
。

已经找到的点集都是用 数论方法找到 的
。

按照韦 尔 (H
.

W ey l) 定义的测度来度量
,

它们的均匀

性很好
,

但独立性差些
。

用这些点集来代替蒙特卡

罗方法 中的随机数
,

往往会得到更精确的结果
。

这

一方法称为伪蒙特卡罗方法或数论方法
。

数学家首

先将这一方法成功地用于多重积分近似计算
。

数论方法得到的点集称为伪随机数
。

从统计学

的观点看
,

伪随机数就是一个均匀分布的样本
。

我

们注意到虽然正交设计的试验点在试验区域 内散

布得相当均匀
,

但还不是非常均匀
。

我们可 以用 数

论方法找到一些散布得更均匀的 点集
,

利用这些点

集来安排实验
。

试验结果应该既有代表性
,

又能减

少试验次数
。

可以证明
,

在具有同样均匀性的前提

下
,

正交设计与均匀设计所需的试验次数的量级分

别是
:
O (q

2 )与 O (q lo g q )
。

显然后者比前者大为减

小了
。

对于固定的 q
,

我们也可以具体算出均匀设计

比正交设计所需的试验次数减少了很多
。

均匀设计也像正交设计一样
,

有一套表格
,

对

于实际使用者来说
,

跟使用正交设计一样
,

只要查

表就可以了
。

我们用 U
n

(q
,

)表示均匀设计表
,

其中 U

表示均匀设计
,
n 表示试验次数

,
q 表示每个因素的

水平个数
,
t 表示最大的独立因素个数

。

例如药学工业的 阿魏酸的合成工艺
,

是一个 3

因素问题
:

A (原料配比 ) : 1
.

0 ,
1

.

4
,

1
.

8
,
2

.

2
,
2

.

6
,
3

.

0 ,
3

·

4

B (毗陡量 ) : 1 0
,

1 3
,
1 6

,
1 9

,
2 2

,
2 5

,
2 8

C (反应时间 )
: 0

.

5
,
1

.

0
,
1

.

5
,
2

.

0
,
2

.

5
,
3

.

0
,
3

.

5

3 因素各有 7 个水平的试验
,

我们采用均匀设

计表 U 7 ( 7 3 )来做试验
,

见表 3
。

表 3 U 7 ( 7 3 )

淤淤
、

哭哭
A B CCC

lllll 1 2 333

22222 2 4 666

33333 3 6 222
44444 4 1 555

55555 5 3 111

66666 6 5 444

77777 7 7 777
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表 3 中各列 中 的数字分别表示该因 素的 水平

数
。

于是由表 3 即得试验方案
,

见表 4
。

表 4 均匀设计

。。 ,

+ ⋯ + at)
‘

一 1

这相当于在单纯形

淤淤哭哭
A B CCC

lllll 1
.

0 1 3 1
.

555

22222 1
,

4 1 9 3
.

000

33333 1
.

8 2 5 1
.

000

44444 2
.

2 1 0 2
.

555

55555 2
.

6 1 6 0
.

555

66666 3
.

0 2 2 2
.

000

77777 3
.

4 2 8 3
.

555

T = { ( x
l ,

x Z ,

⋯
,
x

,

) ; x ) O ( 1 蕊 i 簇
t )

x ,

+ 二 + x
,

一 1}

若考虑 因素 的所有水平组合
,

则共需做 7 3

-

34 3 次实验
。

若用正交设计
,

则需做 7 2

一 49 次实验
。

均匀设计只需做 7 次实验即可
。

关于数据处理问题
。

若用正交设计
,

除非每个

因素只有两个水平
,

一般很难用方差分析方法分析

出交互作用
。

若用 回归分析来处理数据
,

则可以表

格化进行
。

对于均匀设计
,

用 回归分析处理数据的

计算量比正交设计大些
。

但若有一台微机及相应的

软件
,

则数据分析仍然是易于进行的
。

均 匀设计也可以处理各因素有不同的 水平数

的实验安排问题
,

我们也有均 匀设计表
,

可以按照

表格来安排实验
。

均匀设计还可以处理某些带约束条件的试验

设计问题
,

例如混料试验设计问题
。

即假定有
t
个因

素 A i (1 簇 i簇
t )

,

每个因素有 q 个水平
:

(A i ) 氏
,

(1 镇 j 簇 妇

要求每个实验
:

( a
, , , ,

⋯ a , , :

)

满足
:

上找一个均匀散布的集合
。

我们也有混料均匀设计

表格可供使用
。

均匀设计产生于 70 年代末
。

由于某军工实验

要求有一个试验少的试验方案
,

而正交设计所需的

试验次数太多
,

这就导致了方开泰与我的合作
。

我

们用数论方法来研究这个问题
,

借鉴了
“
近似分析

中的数论方法
”

这一领域中的成果
。

该领域在国际

上是 50 年代末开始研究的
。

我国在华罗庚的领导

下
,

也在 5O 年代末就开始了这方面的研究
,

所以起

步较早
,

对这一领域的情况熟悉
。

若无基础理论研

究的积累与素养
,

作出均匀设计这样的 工作是不可

能的
。

另一方面
,

熟悉实际工作的数学家方开泰能

提出 问题
,

当然是产生均匀设计的前提
。

这就提供
了一个例子

,

即 问题来源于实际
,

同时又 由于有基

础理论的积累与研究
,

才导致问题的解决
。

我们认

为
,

作为长远起作用 的基础理论研究
,

即使从应用
」班开发的角度上讲

,

其作用也是不容忽视的
。

均匀设计只是数论方法的一个应用
。

数论方法

还有广泛应用的 园地
,

例如多重插值公式的建立
;

某些积分方程与微分方程的近似求解
;
求函数的整

体极值
;
求某些多元分布的近似代表点

;
用于统计

推断的一些问题
,

如多元正态性检验及多元球性检

验
。

近 15 年来
,

均匀设计 已在我国的军工科技
、

纺

织工业
、

制药工业
、

化学工业等方面有了不少应用
,

取得了一些经济效益与社会效益
,

在 国外亦受到重

视
。

当然
,

任何一个应用数学方法也不是万能的
,

不

会没有缺点 的 ;均匀设计也是一样
,

还需要在实际

应用 中加以鉴定与完善
。

( 责任编辑 王宏章 )
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有关专家共同研讨企业灾害风险评估和控制技术
,

制定危险源评估方法标准
、

分级标准和控制规程
,

为劳动部和行业主管部 门指导企业危险源评估和

防灾减灾提供技术决策咨询
。

3
.

国家和大型企业建立适当的 防灾减灾基金
,

增 加投入
,

从
“

软件
” (如防灾减灾教育

、

规章制度 )

和
“

硬件
”

上 (如防灾减灾设备
、

设施等 )采取实际措

施
。

同时
,

进一步加强保险在防灾减灾中的作用
。

保

险公司除了损失赔偿外
,

还应把业务扩展到企业风

险评估和防灾防损上
。

4
.

积极参与有关 国际交流与合作
,

学习和借鉴

西方国家在重大危险源评估
、

控制和 防灾减灾方面

成功的做法和经验
。

( 责任编辑 肖庆山 )
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