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由于曼德勃罗 84 年代开创性 的工作
,

分形几

何在理论和应用两个方面都获得 了突飞猛进 的发

展
。

著名的曼德勃罗分形 图以其绚丽的色彩和神秘
的结构把成千上万的年青人吸引到计算机前

,

发掘

图 中 的奥妙
,

体味科学与艺术结合的独特美感
,

探

究曼集图形给人的哲学启示
。

当曼集复映射非线性

项 阶次是 9 时
,

图形就 已变幻莫测
。

阶次增高会 出

现什么 图形 : 非整数阶次会不会带来更奇 妙的花

样 : 它们又将给我们什么启迪 : 这些正是本文要探

讨的 问题
。

分形性质
。

有限吸引域主体周围环绕着大大小小的
“

黑色
”

卫星体
,

它们 也是有限吸引域 的一部分
,

和

主体是连通的
。

6
;

局部放大图案具有多层次 自相似性
。

二
、

曼德勃罗集的扩展

一
、

正规曼集的特点

曼德勃罗集 由下述复映射产生

< 2= 7一 9 9

> ? 23 7

其中
,

= 一 ≅ 斗 ; Α 为一复变量
,

? 为一复常数
。

写成叠代式
,

则是
= 2Β > + 7 一 9 9

2Β 7 >  29 7

Β 是叠代次数
。

曼集图 的生成方法是
Χ

对于复平面 内某一区域
2通 常 丈2≅ ,

Α 7 Δ≅ 〔 Ε 一 9
;

4
,
4

;

Φ 4 」
,

Α  仁一 3
;

9 Φ
,

3
;

9 Φ Γ Δ7 中各点 Η 一 ≅ > ; Α 依次按 29 7式进行叠代
,

并

取
Ι 一 Η

, ϑ 247 一。
。

若 = 2Β 7的模 Κ= 2Β 7+ 大于某 一预

置数 < 时
,

记该点 Η 的叠代次的为 Λ
,

中 +上该点叠

代
,

转到下 一点
,

若在 0 次 2如 0 一 9 Φ Μ7 叠 代后
,

= 20 7之模仍不超过 <
,

则认为该点 属于有限吸 引

域
,

着 以黑色
,

也 中止叠代
,

转到下一点
,

直到整个

区域叠代结束
。

根据各点的叠代次数值 Λ 分别着以

相应的颜色
,

就得到 了所谓的曼德勃罗集
。

图 3 一 。

2见封二 7是曼集整体图
,

图 3 一 −
;

Ι ,

, 2见封二 7是

曼集有限吸引域腰部的局部放大
。

曼集图形有如下特点
Χ

3
;

黑色的有限吸引域主体位于 中央
。

9
;

有限吸引域 以外蜿蜒 曲折地环绕着各类带

状彩色区域
,

称之为等势带
。

Ν; 有限吸引域和等势带交界线是光滑的
,

并具

称
∀ 任 Ο 的复 函数映射 < 忆 7 一 =

∀ 一

> ? 为扩展

曼德勃罗集
。

由于复数域非线性映射解析分析 十分

困难
,

目前只 有关于复数多项式映射 的一般描述
,

计算机数值试验是观察该类映射细节的 唯一可行

方法
。

为 了深入了解扩展曼集的特点
,

笔者编制 了

专用程序
。

该程序可生成
∀ 一 3一 Π 所有阶次的扩展

曼集 图形
Θ
放大任意部位的 局部图案

,

倍率可达到
3 4 , Ν

一 3 4 , Φ Θ 图形分辨率为 3 4 9 6 又 8 Μ 5 Θ
色彩 9 Φ Μ 种

。

下面就
∀ Ρ 9 的整数和非整数两种情况分别叙述扩

展曼集的 图形特性
。

3
;

整数阶曼集
图 9 为 你一 3一 Π 的扩展曼集全集图 2见封二 上

图 7
。

其中左上角 为 ∀ 一 + 的
“

简单曼集
” ,

将 于结语

中谈到
。

由图中可以看出
,

当阶次超过 9 时
,

扩展曼

集在整体形态上构成 了正
∀ 一 3 边形系列

。

譬如
, ∀

一 6
,

有限吸引域外轮廓呈正三角 形
Θ ∀ 一 Φ

;

呈正方

形
Θ ∀ 一 Μ

,

呈 正五边形
,

等等
。

现以
∀ 一 Ν 为例

,

观察

有限吸引域以外的图形细节
,

如图 Ν 2见封三 7所示
。

图 Ν
一 (
是

∀ 一 Ν 扩展曼集全集
,

倍率为 3
;

Μ 9 6 Φ Φ
。

图

Ν
一

匕 是 图 Ν
一 。
腰 部 区 域 的 局 部 放 大

,

倍 率 为
Φ 9 Π Ν

·

Μ 3
。

图 Ν
一  、

Ν
一

,
、

Ν
一  、

Ν
一

Σ 依次分别为图 Ν
一

−
、  

、

,
、  的 局部放大

,

倍率分别是 Ν 3 Μ5 9Ν 4
、

9; 8 3 6 8 5 又

3 4 5 、

3
;

6 3 Φ Ν 5 又 3 4 , Τ

和 辱
;

3 Φ 15 Ν ≅ ϑ ) ‘Ν 。

各 图左下角 小

图 中的 白框标示了本帧图在前一帧图中的位置
。

这

些 图表明
,

有限吸引域与等势带的交界线仍然是光

滑的
,

有 限吸引域 以外散布 的卫星体
,

通过
“

卷须
”

和
“

触角
”
构成连通的 网络 2见图 Ν

一

, 和 Ν
一

 7
;

它们

与主体也是连通的
。

网络及网络节点上的 大大小小 的卫星体与 等
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势带组成蝎尾状的花样 2图 Ν
一

Ι7
。

尽管图 Ν
一

Ι, ,
,

 ,
Σ顺次放大前 图的倍率达到 3 以一 3少 数量级

,

蝎尾

花样仍然是各图 的基本主旋律
,

表现 了强烈的 自相

似性
。

随着阶次
∀ 的增高

,

扩展曼集图形结构变得越

来越复杂
。

有限吸引域边界区盘根错节的卫星体网

络与扭转 曲折的等势带彼此吸附
、

渗透
、

缠绕
,

需要

更高的放大倍率才能看清它们的构造
。

但是
,

上述 9

阶
、

Ν 阶曼集图形的特点仍为高阶扩展曼集所具备
Χ

互相连通的有限吸引域没有突变的光滑的等势带
,

以及由两者构成的多层次的 自相似的基础图样
。

9
;

非整数阶曼集

非整数阶次的扩展曼集 图形与整数 图形最大
区 别是有 限吸引域和等势带存在错动

、

断裂 和破

碎
。

现 以
∀ 一 Ν

;

9 为例
,

图 6
一
。 到 6

一

 2 见封底
,

封面

是 图 6 一 Ι 的局部放大7是
∀ 一 Ν

;

9 的扩展曼集的整

体图及局部放大图
。

从图 6
一 。
到图

’

6
一  ,

放大倍率依
序 为 3

;

Μ 9 6 Φ Φ
、

3 Φ 8 6
;

Π Μ
、

9 8 9 Ν Ν
;

5
、

8 Π 5 Μ 8 Ν 4 和
3

·

4 6 4 Π Π ≅ 3 4 Π 。

对照图 Ν
一 。
可 以看到

, ∀ 一 Ν
;

9 的图

形相当于
∀ ς Ν

;

4 的图形在作用力下的变形
。 “

受力

点
”

在左侧 中腰
,

左半部为
“

压应力
” ,

右半部为
“

拉

应力
” ,

且 因变形过大而发生断裂
。

图 6
一

匕 显示了断

裂区局部状况
。

外围本来光滑的等势带 出现破裂
、

错位
,

内部的精细结构发生畸变
。

有些碎片被孤立
,

在错动的等势带中形成孤岛
。

把 图 6
一

匕 中一块碎片放大
,

得到 图 6
一 Ι 。

在这块

碎片 中看到 的仍然是类似于图 6
一

匕 中的错动
、

破碎

景象
。

有趣的是
,

在图 6
一 Ι
这块大碎片 2见封面 7中

,

我们发现了一些
“

有序构造
” 。

左侧由几块灰黑色碎

片堆砌成类似菜花状的 图 案
, “

菜花
”
头在下面

,

茎

在上面
,

构形特点是右侧呈三级分叉
, “

菜头
”

顶部

由大到小排列着一系列黑色有 限吸引域卫星体
,

其

形状恰 与 图 6
一 。 中显示的扭曲 的黑色有限吸引域

相 似
。

把 图 6
一
Ι 的

“

菜花
”

二级
、

三级分叉 的茎部放

大
,

得到 图 6
一

,
,

会发现分叉茎部 内的彩色碎片的排

列方式仍然是右侧分叉的
“

菜花
”

型
。

依照右侧分叉
的方式生长

,

形成多层次的
“

菜花
” 。

不仅分叉茎部
内

,

而且
“

菜花
”
头部内也是这种结构

。

图 6
一  
是图

6
一

, “

菜花
”
头部的放大

。

在这张图 中可以看到 由碎

片堆砌的五级分叉
“

菜花
” 。

整体图 出现断裂
、

错动
Θ

断裂 区域 出现破碎
,

在

低倍率放大区 中碎片废墟似乎杂乱无章
。

然而
,

逐

步提高放大倍率
;

就能发现废墟 中碎片的堆砌物具
有多层次嵌套的 自相似结构

,

这就是非整数阶次扩

展曼集
∀ 一 Ν

;

9 的特点
。

这是非整数阶次共性
,

而非
∀ 一 Ν

;

9 所独有
,

只不过碎片堆砌的 图案因阶次不同

有所变化而已
。

我们观察到
Χ ∀ 一 3 一 Π 九类非整数阶

次的扩展曼集团都具有上述特点
。

例如
,

图 Φ2 见封
Ω戌右下角 7是

∀ 一 5
;

ΝΦ 断裂 区的 细部结构
Χ

等势带

断裂 明 显
,

断裂错动造成的碎片 以黑色的近圆形的

有限吸引域为核心
,

构成环状恒星一行星结构
,

这

种结构在不同水平上嵌套出现
。

三
、

结 论

如果在扩展曼集 中令
∀ 一 3

,

则使该映射由非线

性映射蜕化为线性映射
,

如图 9 中 的左上角第一幅

图所示
,

它由圆形有 限吸引域和一簇同心等势圆环

带组成
。

这是一个平凡图形
,

没有复杂的边界
,

没有

分形 的界线
,

也没有 自相似的嵌套结构
。

一旦阶次

离开
∀ 一 3

,

复杂构造便立即出现
。

曼集及其扩展集
的这些图形特点形象

、

生动地显示 了
“

非线性导致

复杂性
”

的规律
。

然而
,

复 杂并非无章可循
,

复杂中

蕴涵着规律
。

整数扩展曼集
,

从阶次
∀ 一 6 开始

,

依

阶次 ∀ 的增高
,

其全集外廓线呈现
∀ 一 3 边的 正多

边形
。

该正
∀ 一 3 边形有限吸引域与周 围 的等势带

仍保有光滑的分形的边界和多层次的 自相似结构
。

奇特现象发生在
∀
取非整数的扩展曼集

。

在那

里
,

正
∀ 一 3 边形被扭 曲变形

,

出现断层错位
。

断裂

区域内等势带的光滑性被破坏
,

出现 图形破损
。

但
图形废墟中仍能观察到 由碎片堆砌的 自相似花样

,

这种花样在不同层次上具有嵌套结构
。

以上观察结果是在阶次
∀ 一 3 一 Π 的取值范围

内得到 的
。

扩展曼集在非整数阶次 内给出 的 图形
;

与整数

阶次迥然不同
,

这究竟 反映了什么样 的物理过程
,

有 待进 一步研究
。

如果从非线性叠代 = 2Β > 37 一

=
∀

2Β7 > Ι
在复平面上的收敛 2有限吸引域

,

黑色 7和

发散 2等势带屯彩色 7的 角度去观察这两类 图形
,

似

乎可以说
, ∀
取整数

,

反映了连续而不均匀介质 中复

杂边界上的非线性过程
Θ ∀

取非整数
,

反映了不连续

不均匀且有断层 的破碎介质 中复杂边界上的 非线

性过程
。

尽管这只不过是猜测
,

但也有一定现实背

景
。

地质断层 中的破碎带构造就是一例
。

若把扩展

曼集的等势带 比喻为不同地质岩层
,

则非整数 阶次

的断层放大区 内错动造成的碎片废墟就相 当于在

破碎岩层中看到的情况
。

在全国第三届分形理论及

其应 用的学术讨论会上
,

有石油物探工作者 曾报

告
Χ

若假设破碎断层中油气储量质量分布具有分形

特点
,

在不 同长度标尺 内具有 自相 似性
,

并导致地

震波的 时间分形和能量分形
,

利用这一特性
,

可 以

缩小钻井范围
,

提高选择钻井位置的精确度
。

他们

的假设以及相应的一些实测资料
,

与非整数曼集断

层区域观察到的碎片 的 自相似堆砌嵌套结构有不

谋而合之处
。

如果能得到进一步证实
,

则上述工程

应用 中的假设和工程手段可望找到理论依据
,

而扩

展曼集在非整阶次展现的废墟中的分形也有了物

理背景和应用的价值
。
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