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教 育

数学教育的关键是彻底转变观念
The Key to Maths Education Is to Change Idea s Thoroughly

冯克勤
(中国科技大学北京研究生院 ,教授 北京 100039)

我从小学到研究生共念了 20年数学 , 后来在
大学教了 20年数学 , 亲身经历了我国数学教育事
业的发展。但是为非数学系学生上课不多 , 对工科
数学教育没有经验。这次参加工科大学生数学教改
研讨会 , 是想学习工科数学教改经验和交换看法 ,

我的意见有些也可能过于偏激 , 欢迎大家讨论、批
评和指正。
现在普遍认为 , 下一个世纪是知识经济和信息
化的世纪 , 经济发展的国际化和竞争性更为突出 ,

创造知识和应用知识的能力与效率将成为影响一
个国家综合国力和国际竞争能力的决定性因素 , 而
具有高素质特别是创新意识和能力的人才是关
键。在教育战线上 , 根本目的是为下一世纪培养具
有高素质并有创新意识和能力的年轻人才。工科大
学生的数学教育 , 不仅要使学生有扎实的基本知识
训练 , 还要掌握数学方法 , 最重要的是有数学的思
维习惯和在今后工作中运用数学思想方法的创新
能力。面对下世纪人才的培养目标和目前数学教育
的现状 , 我们需要很多改进甚至变革。现在对教改
谈论了很多 , 中小学提出把应试教育转变为素质教
育 , 高校也有许多相应的讨论 , 但总起来仍是说得
多做得少。困难主要不在于技术方面 , 其关键是许
多观念要作根本性转变。

学校的基本工作是教书培养人

这似乎是一个浅显的道理。可是在实际上 , 学
校各级领导到底有多少精力是真正花在学校的教
学工作上 ?教师在教书上花多少精力 ?学生在学习
上真正用多少时间 ?我们老一辈科学家大都是热心
的教育家 , 把教书育人作为毕生天职。现在不少教
师在教学上投入不够 , 其中一个重要原因是政策上
的误导。比如说对年轻教师的提职 , 第一位是看科
研成绩 , 对于教学则主要看教学工作量 , 很少去衡
量他是否为真正优秀的教师。必须指出 , 科研绝对
不会影响教学 , 教师必须有好的研究工作 , 而新的
研究成果也需要及时传授给年轻人 , 使研究工作和

教学内容都能注以新鲜的活力。现在的问题是 : 许
多教师 (特别是优秀教师) 要花很多精力应付教学
和科研以外的许多事情。来自教育管理部门的许多
“新”举措 , 也许本意是好的 , 但把下面的人搞得很
累 ,而且劳民伤财。按照“学校基本工作是教学”这
个浅显的道理 , 教师应当是学校的主体。他们对教
学和教改最有发言权 , 应当受到尊重。但是在某些
部门那里 , 教员主要成为管理对象甚至于成为某种
工具。这种观念体现出管理体制上的陈旧与落伍。
至于学生在学习上投入不足则有复杂的社会原
因。随着知识经济的发展和知识受到更大的尊重 ,

相信这种状况很快会有改善。
以下就数学教育谈一些具体看法。

教学的内容需要更新

本世纪 (特别是近 50年来)数学有极大发展。不
但有辉煌的理论成就 (如费马猜想得到证明) ,而且
数学在科学、技术、管理、经济各领域得到广泛而深
入的应用 , 这已是众所周知的事实。我只想再特别
强调一点 , 就是近十几年纯粹数学方面的一些最新
成果开始在工程技术上得到应用 , 使技术手段产生
巨大的变革。比如说在通信方面 , 1976年出现了信
息安全的公开密钥体制 , 由于它适应网络通信要求
并解决了签名问题 , 很快在军事和商业等领域得到
应用。这种体制下好的算法都用到现代数论知识
(椭圆曲线算法 , 数域筛法等做大数分解) 。又比如
在纠错码方面 , 60年代 BCH码出现时 ,通信工程所
用的数学由传统的傅立叶分析和统计学更新为近
世代数 , 工程师们纷纷学习有限域 ; 1982年发现了
优于 BCH码的代数几何码 ,可以预见到下一世纪的
通信工程师要学习一点代数数论和代数几何。再比
如丘成桐先生所说的 , 从事计算机图形学的人 , 需
要打破行业界限 ,学一点微分几何。这些例子表明 ,

面向下一世纪的工程师们 , 其数学知识结构必须有
很大的改变。
这些年许多学校在开设新课介绍现代数学方
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面作了努力。但是从整体上讲 , 在知识结构更新方
面我以为数学是做得最差的。我们高中学生的数学
知识大约达到 17世纪数学水平 ,但是高中物理可以
学到原子核量子理论和爱因斯坦相对论。工科大学
生的主要数学课 (微积分、线性代数和数理方程) 是
18和 19世纪的数学 ,连数学系大学生毕业时 ,对本
世纪的数学也没有一个概念。工科学生在大学里可
以学到近几年发展的专业知识 , 但是对现代科学和
技术所用的数学缺乏了解。
技术领域的课程更新较快 ,因为 50年前的许多
技术已经陈旧 , 现在讲电子管已无意义 , 其他自然
科学课程更新也比较容易 , 似乎唯独数学有特殊的
困难。这其中除了长期形成的数学传统之外 , 人们
往往强调数学知识传授的连贯性和严密的逻辑性
推理体系。在这里就有一个观念的问题 : 数学教材
或论文写出来的推理程序常常不是我们在研究和
思考数学时的思维程序 , 甚至两者完全相反。我们
在做一个几何证明题时 , 首先要分析问题。在想出
证明之后 , 常常是以与思考相反的程序写成证明形
式。如果只看证明逻辑 ,学生没有学到很多东西 ,他
不知道这个证明是怎么得来的 , 不知道为什么会有
这样的结果 , 学习后 , 他们自己也仍没有研究和创
造这类新结果的能力。所以 , 我们不必把形式化和
严格化的东西看得过于神圣 , 这不是我们要教给学
生的最本质的东西 , 最本质的应当是数学的直观和
形象化。对于工科学生 ,微积分不必讲太精细的ε2δ
方法 , 各种奇怪级数和积分的收敛判别法和交换原
则也不必要。龚升教授在中国科技大学无线电系教
过多年“简明微积分”,不从ε2δ方法入手 ,而是从积
分和微商的直观意义入手。对于多变量情形 , 用具
有物理意义的斯托克斯公式等把二者联系起来。要
在观念上有所转变 , 才能在有限学时范围内把旧课
程的学时降下来 , 添加上新的课程内容。另一方面
是下面要谈的教学方法问题 , 就是把学生的主动性
调动起来 ,有许多内容由学生自己去做。

要推行教与学及时反馈、
培养学生主动学习的教学方法

在评价教学质量上也有一个观念问题。我们常
常用教学大纲、教材内容和教员讲课的仔细程度作
为检查教学水平的标准 , 而很少把学生真正学到多
少知识和能力作为尺度 , 而后者恰恰是最重要的尺
度。有的教员陶醉于自己在黑板上的个人表演 , 不
关心他背后堂上学生的冷漠和昏昏状态。我们常常
热衷于告诉学生面面俱到的知识 , 但不知如何用最
少的语言启发学生自己学习和思考的能力。我们还
常常用学生的考试分数来衡量学生的学习效果和
成绩 , 但这是不可靠的。这里我想介绍一个例子。

1992年 ,美国 Winona州立大学校长 D. W. Krueger发
表过一篇叫《重返最优》的文章 ,讲对教学应当如何
评价。他们对典型单位进行彻底分析之后 , 发现考
试分数“并不能告诉我们课程计划的质量是如何提
高的 ,甚至不知是否在提高”。也不能解答“课程是
否合适 ?学生是否在学这些课程 ?他们是不是真的
在努力 ?”为此 , 他们制定了“良好本科教育的七项
原则”,简述成 : (1)学生与教师之间的接触 (课堂内
外师生经常接触是影响学习动机和参与的最重要
因素) ; (2) 鼓励学生之间合作 (集体努力比个人努
力更能促进学习 , 合作可提高参与意识以及与别人
交换想法的意识 , 使思维更敏捷并加深对问题的理
解) ; (3) 鼓励主动学习 (把学的东西变成为自己知
识的一部分 , 为学生创造表现的机会) ; (4) 给与及
时反馈 (教师要及时了解学生懂了什么和不懂什
么 , 对学生的能力要作及时评价) ; (5) 有效地利用
和安排学习时间 ; (6) 随时对学生给予较高的期望
(这对各种水平的学生都重要) ; (7) 尊重不同的才
能和方法 (不同个体应用不同计划和选择 , 挖掘和
尊重个性) 。
这是一个教与学及时反馈并且强调学生主动
学习的教学方法。我想这是一种比较先进并且更能
培养创造性人才的方法。我们现在总觉得学时不
够 ,可是国外总学时比我们要短 ;我们讲得太细。事
实上 , 教材中写得很仔细的材料不必再由教师在黑
板上再表演一遍 , 可以交给学生课下自己去看懂 ,

以作业形式来检查学生课下努力的程度。国外计算
机课程老师讲得很少 , 大多数任务是以作业形式由
学生学习 , 提交软盘形式的作业。我们应当改变教
学方式 , 彻底转变学生过份依赖老师的局面 , 培养
学生主动学习的风气。著名物理学家玻尔所培养的
学生有 10位后来获得诺贝尔奖。他的教学方式被称
之为“哥本哈根精神”,突出特点是师生合作。玻尔
的名言是“不教之教”, 即教师只需要提出问题 , 引
导学生如何思考 ,不需讲“硬件”,即知识性的原理、
结论、定律和事实 ;需要做的只是培植“软件”,即培
植与进行创造性活动有关的能力和品格 , 对创造活
动的价值取向和态度。这种通过“不教”达到“教”的
目的 , 可以说是教学的最高境界了。爱因斯坦也说
过 :“发展独立思考和独立判断能力应当始终放在
首位 ,而不应当把获得专业知识放在首位。”我们应
当重视和借鉴这些经验 , 从观念和行动上改变我们
的教育思想和教学方法。

要建立活跃的教学环境和气氛

陈省身先生来中国常常问道 :“现在国内教数
学和研究数学 ,是否有一种‘活’的气氛”。我们在教
课时是否应留下一点时间让学生发表一下自己的
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意见或问点问题 ?学生没有听清楚 , 是否可以立刻
举手请老师再说一遍 ? 老师写错符号或讲错了话 ,

是否有同学敢于向老师指出来 ?这些问题都值得深
思。
在国外 , 你会发现有的教室里桌子摆成圆形 ,

老师和同学平等地围坐在一起 , 老师只扮演节目主
持人的角色。同学打断老师的讲话 , 在我国常被认
为是不礼貌行为 , 而在国外老师很高兴 , 认为他的
讲课受到学生的注意 , 并且乐于听到学生提出异
义。一堂课下来没有人提问题或发表看法 , 反而认
为学生没有礼貌 , 没有人关心他的讲课。这很典型
地反映出教育观念上的巨大差异 : 是维护教师的权
威 ,培养学生“听话”,还是平等地对待学生 ,鼓励学
生求知欲望、创造兴趣和个性发展。国外校园气氛
比较生动活泼和丰富多彩 , 而我们则比较单调划一
和死气沉沉。
每个大学都积聚了许多专家和思想家 , 这样好
的条件应当充分地利用。学生不能只接触到几个教
员 , 要开设五花八门的选修课和讲座 , 让学生有机
会听到更多老师和访问者的不同学识和观点 , 领略
不同学科的奥妙 , 了解不同领域的发展和彼此的影
响 ,使学生见多识广、思想丰富而活跃。

除了科学地评定教学质量之外 ,

也要科学地评定学生学习质量

现在各国都使用笔试考试 , 但笔试所起的误导
作用恐怕以我国最甚。高考分数不仅决定年轻学生
的未来 , 而且不少中学按学生相差的分数规定向学
校交钱的多少。把学校和教师收入建立在考分差学
生的基础上 , 这就把考分的作用发挥到最荒谬绝伦
的地步了。笔试只是一种省事的考核办法 , 但绝不
是最科学的方法。它至少有以下的弊病 : 使学生主
要关注低级思维而不是创造性的思考和语言表达
能力这种高级思维 ; 规范化的试卷体现不出人的个
性 ; 往往成为教和学的指挥棒 , 使教和学的目的仅
是为了考试而不是培养全面素质 , 招致高分低能的
坏结果 ; 常常强化了对数学的曲解 , 认为数学只有
唯一的答案 , 而学生只能做出老师认为是正确的答
案⋯⋯实际上 , 我们应当以学生在讨论、作业等方
面的日常表现作为考核学生的主要依据 , 而考试则
主要采用口试方式为好。德国波恩大学对期末考试
就一直采取口试。由 3位教授共同对每个学生面试
10～20分钟。问题有指定的 ,也有像“你对这个课最
有兴趣的内容是什么 ?请给我们讲一下”;“你对本
课程在学习中有什么新想法”这类问题。不论学生

讲的正确与否 , 教授们不停地与学生讨论 , 随时问
一些小问题 , 考查学生对正确东西的确认程度 , 或
者有多大能力发现和改正错误。最后由 3位教授共
同给定一个分数和能相应体现学生个性特点的评
语。这样的考试教授是辛苦的 , 但是德国人对待他
们认为是合理和科学的事情就一直持有这样认真
的态度。我也欣赏目前流行的数模竞赛 , 题目来自
各种实际问题 ,没有唯一的答案 , 3人一组共同讨论
出认为最佳的数学模型 , 分工进行论述和计算 , 并
且对问题和解法做出自己的评论 ,3天之内交卷。这
种考试更接近于研究的本质 , 体现探究、创造和合
作精神 , 培养运用数学的能力。我们的中小学生在
考试中出了一点小错便会得到一个不好的分数。这
种对天真幼稚的孩童要求百分之百不出错 , 不仅过
于残酷 , 也违反人类实践的常规。在实践中任何人
都会出错 , 问题是要培养通过直觉和验算如何及时
发现错误和改正错误的能力。从另一个角度说 , 我
们总是强调计算的准确无误 , 可是实际问题大多只
需要近似到一定程度。我们应当培养学生根据问题
要求决定计算近似程度的能力。总之 , 我们的教学
对于学生将来工作中运用数学时真正需要的能力
考虑得太少了。

怎样做才算是一位真正优秀的教员

我们教育学生的主要目的不是为了得到全优
的分数 , 而是培养学生创新的能力。这对教员提出
了更高的要求。在讲课方面 ,不要过于精细繁琐 ,过
于死板和技术化 , 而要善于把复杂深奥的数学以通
俗和生动的形式讲出来 , 并且富有幽默感。教员不
仅对讲课要有更多的投入 , 而且对学生要更多地予
以关注 , 与学生有更多交流的机会 , 引导学生的兴
趣和挖掘他们的个性发展和探究欲望。据说法国拓
扑学家托姆 ( Thom)曾经和两位古人类学家讨论 :我
们的祖先由于什么动机保存了火种。一位古人类学
家说是由于火可以取暖 , 另一位则认为是由于用火
做成的熟食味道鲜美可口。而托姆则发表了不同观
点。他认为人类保存火种的最原始动机 , 是由于在
漫漫的黑夜中被光彩夺目的火苗所吸引 , 对美丽的
火焰着了迷。我不想讨论托姆的观点是否正确 , 只
是联想到 , 我们应当把怎样的教员看作是最优秀
的 ?我想 ,倘若你使学生都有一个好的分数 ,那只算
是一个合格的教员 ; 但若学生们 (哪怕只是班上的
一小部分) 在你的课上对数学着了迷 , 看到数学的
火焰光彩夺目 ,那才是一位真正优秀的教员。
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