
! 引言
如果将 ! 连通图中的一条边收缩后所得到的图仍是 !

连通图!则称这条边为 "的 !!可收缩边" 收缩边运算和可去
边运算不仅是连通图构造的有力工具! 而且 !连通图的 !!
可收缩边的存在对图的某些性质进行归纳证明时也有着重

要的作用" 人们对 !连通图中的 !!可收缩边分布情况进行
了大量的研究"#!$%"

$&&’ 年! 吴吉昌等给出某些 ()连通图中圈上的可收缩
边和可去边的分布情况 "’%#$&&( 年!徐丽琼给出 ()连通图上
存在至少两条可去边的充分条件 "(%#$&&* 年!杨朝霞给出某些
+)连通图的某些最长圈上可收缩边的分布情况 "+%" 本文分析

,)连通图任一最长圈上的可收缩边的分布情况"
定理 设 " 是 ,)连通图! 且 " 的任意断片的阶都大于

$!#-$#$$$$%$#是 "的任意最长圈!若 #上的任意顶点 $&都满

图的可收缩边与可去边是研究连通图的构造和使用归纳法证明连通图一些性质的有力工具!设 "是一个 "#连通图"’!(%"&"若
收缩 ’ 后得到的图仍是 "#连通的"则称 ’ 是 " 的可收缩边!采用树型结构理论进行分类讨论"得到如下结论#! 如果 ).$*$/$$’$%*+
是 "#连通图 " 的一条最长%$!+&!路"$& $&0#是一条不可收缩边"且 ,*1$&!$&0#!-#!-$!-’!-(2是其对应的 "#点割"则 "., 的每一个断片至
少包含 ) 上的一个点$" 设 ).$-$/$$’$%*+是 "#连通图 " 的一条最长%$!+&!路"且 " 的任意断片的阶都大于 $! 如果 ) 上任意顶点
$&都满足条件 /%$&&"3 或者若 /%$&&-, 则"0%)&%中无 %#圈包含它"那么 ) 上至少包含一条可收缩边! 在上述结论的基础上"进一步
研究了任意断片阶都大于 $ 的 "#连通图中最长圈上的可收缩边的分布情况"得到如下新结果#任意断片阶都大于 $ 的 "#连通图最
长圈上至少有两条可收缩边!

连通度$可收缩边$断片$端片

!&’()*( + ’!!!,)-()%$!’!&$’#!!)(#!%
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足以下条件之一!则 ! 上至少包含两条可收缩边"
!# "$#$%!"&
#% 若 "$#$%$%!则 %$!%中无 &’圈包含它"

! 相关概念
本文考虑的都是无向的有限简单图!所采用的符号和术

语均与文献()*一致"
& 是 %+连通的非完全图!%$&%和 ’$&%分别表示 & 的顶

点集和边集" 若 #"%$&%!"$#&&%表示 # 在 & 中的度!在不引
起混淆的情况下!用 "$#%代替 "$#&&%"下面先给出 %’连通图
中可去边!可收缩边及某些相关的定义"
设 ( 是 %’连通图 & 的一条边!&!( 表示图 & 做下列运

算所得的图’

,% 从 & 中去掉 ( 得图 &)(&
#% 如果 ( 的某个端点在 &)( 中度数为 -! 则去掉此端

点!再两两联结此端点在 &)(中的 -个邻点&
&% 如果经过 #%中的运算后!有重边出现!则用单边代替

它们!使得此图为简单图"
若 &!( 仍为 %’连通图!则称 ( 为 & 的可去边!否则称 (

为 & 的不可去边" & 的所有可去边的集合记为 ’.$&%!& 的所
有不可去边的集合记为 ’/$&%" 对于 ("’$&%!若收缩 ( 后得
到的图仍是 %+连通的!则称 (是 & 的可收缩边!简称可收缩
边!反之则称 (为不可收缩边" 易见!(*#+是 &的不可收缩边
当且仅当 & 中有包含0#!+1的 %+点割 ," & 的所有可收缩边记
作 ’2$&%"
设 -!.#%$&%!-$./!!-%!%.!记0-!.3$0#+ #+"’$&%&

#"-!+".1"用 1 表示 %$&%的非空子集!则 1 在 & 中的导出
子图用(1*表示" &中两点 #与 +之间的路记为$#!+%!路"
若 (/#+"’$&%!且 #+&’2$&%!则易知 & 中存在包含 #和

+ 的 %+点割 ,!称 &), 的各个连通分支为断片 " 设 ’4’
’$&%!’2$&%!#+"’5!, 是包含 # 和 + 的 %’点割 !则称 , 为
’67点割!称 &), 的各个连通分支为 ’6’断片&如果 ’6!断片不
包含其他的 ’6’断片作为其真子集!则称它为 ’6!端片"

" 主要结果及其证明
引理 ! 设 28#$#,##(#3/+ 是 %’连通图 & 的一条最长$#!

+%!路!若 #$#$9)是一条不可收缩边!且 4$0#$!#$9)!5)!5:!5&!5;1是
其对应的 %’点割! 则 &)4 的每一个断片至少包含 2 上的一
个点"

证明 $反证法%假设 - 是 &)4 的任意一个断片!且 -不
包含 2 上的点" 既然<0#$1!-3%!!<0#$9!1!-6%!! 从而存在
#$7!"<0#$1!-3!#$9!7:"<0#$9!1!-3" 因为 - 是 &84 的断片!所以
存在 - 中的一条$7!!7:%’路’2!87!$+!+:(+9$7:$包含 7!$7: 的情
形%!令 2:$$2!#$#$9!%(#$7!(2!(#$9!7:!则 2: 是 & 中比 2 更长
的$#!+%!路!矛盾" 故 &)4 的每一个断片至少包含 2 上的一
个点"

引理 " 设 28#$#!#:(#3$+是 %’连通图 &的一条最长$#!
+%!路!且 & 的任意断片的阶都大于 :" 若 2上任意顶点 #$都
满足以下条件之一!则 2上至少包含一条可收缩边"

!% "$#$%!"&
:% 若 "$#$%$%!则(%$2%*中无 &’圈包含它"
证明$反证法% 假设 2 上的边都是不可收缩边"设 ’6$’

$2%!则对于每一条边 #$ #$9!!都有相应的 ’6’点割 4$0#$!#$9!!5!!

5:!5&!5;1 包含它! 且对于 &)4 的每一个连通分支都是 ’6!断
片" 设 - 是 &)4 的一个 ’6’断片!易知每一个 ’6’断片都包含
一个 ’6’端片作为它的子集!不失一般性!设 - 是一个 ’6!端
片! 而 ./&!-!4是其他的 ’6!断片之和" 由引理 ! 知!’$2%
$<-!43%!!其中 5"4!7!"-!显然 57!"’6是不可收缩边!

设其对应的 ’6’’6!点割为 ,$05!7!!:!;!9!<1! 易知 5"4$,!
7!"-$," 令 &!,/=(>!其中 =$>/!!=%!%>!注意 = 和
>都不一定是连通图" 如图 !所示"

令

?!/$=$4%($4$,%($-$,%
?:/$>$4%($4$,%($-$,%
?&/$>$4%($4$,%($.$,%
?;/$=$4%($4$,%($.$,%

以下分情形讨论

"#! -$=%!
此时!?!是 &的一个点割!因为 &是 %’连通图!所以 ?!

!%" 若 ?! $%!因为 57!"@6$@$(?!*%!所以 ?!是 & 的一个
@6’点割!则 -$=是 &!?!的 @6’断片$或 @6’断片之和%!与 -
是 & 的 @6’断片相矛盾" 故 ?! !"" 注意到 ?! 9 ?& $ 4 9
, $%9%$!:" 故 ?& )-" 由 & 是 %’连通图知 .$>/!" 我们
说!4$>%!! 否则有 >/>$-! 则 >是包含在 -中的 @6’断
片!矛盾" 故 4$>%!" 此时又分以下两种情况"
情况 ! .$,%!"
由 ?& $ >$4 9 4$, A .$, )-!4$>%! 及 5"4$

,知 .$, )&"
!% .$, $&" 因为 ?& $ >$4 A 4$, A .$, )-!

4$>%!!此时有 4$, $!!这时 -$, / , ! .$, ! 4$,
$%!&!!$:&又由于 ?! !"得 4$! !;" 又 4$! A 4$> /
-!故有 4$! $;! 4$> $!" 这时 ?: $;! ?& $-" 因为 &是
%’连通的!所以 -$>/!!.$>/!! > / 4$> $!<:!这与 &
的所有断片的阶都大于 :矛盾"

:% .$, $:" 因为 ?& )-!此时 4$, $:或 !"

图 ! 割集与断片分割示意图
$%&# ! ’()*%*%+, -%(&)(. +/ 01* 23*2 (,- /)(&.3,*
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! !!" !" 时! #!" !"!因为 $# "$!所以 !!% !
%!此时 $" ! $& !$!所以 #!%&!!’!%&!! % & !!% &%’
(!矛盾"
" !!" !%时! #!" !&" 由于 $% #) 得 !!( #&!

又 !!( ) !!% !$!故有 !!( !&! !!% !* 或 !!( !+!
!!% !,"

#-$ !!( !&! !!% !* 时! $* !.! $& !$!此时 #!
%&!!’!%&!% 这是因为若 #!%$!! 注意到 *+,%,/!,
&0$*1$!因而 $*是 - 的 ,/2点割!从而 #!% 是 -!$*的 ,/2断
片&或 ,/2断片之和$!与 #是 - 的 ,/2断片相矛盾% 故 #!%&
!’若 ’!%&!!因为 - 是 .2连通的!所以 $# #.矛盾%这时
% & !’% !*!矛盾%

&--$ !!( !+! !!% !% 时! $* !$! $# !+!类似前面
所证可得矛盾%

#$ ’!" !%时! !!" !% 或 * 或 #%
! !!" !# 时! #!" !*% 因为 $# "$!故有 !!% !

%!从而 !!( !*!此时 $* !.!则由&-$的讨论知 #!%&!% 此
时 % & !!% !%’*!矛盾%
" !!" !*时! #!" !#!且因为 $# "$!故有 !!%

!%或 *%
&-$ !!% !% 时! !!( !#% 此时 $* !.!则由!的讨论

可知矛盾%
&--$ !!% !*时!由于 $% #) 得 !!( #*% 因为 ! !

.!所以 !!( !*! $# ! $+ !$!又 - 是 .2连通的!故 ’!(&
!!’!%&!! ’ & ’!" !%’*!矛盾%
# !!" !% 时! #!" !+!由于 $% #)!得 !!( #*%

因为 !!% ) !!( !$!故类似前面的讨论可得矛盾%
情况 ! ’!"&!%
此时 ’!(&’&!!故 $+是 -的点割! $+ ! !!&(("$

#.!所以 !!%&!!而 !!%&!!矛盾% 所以 #!(&!!同理!
#!%&!%

!"! #!(&!
由 *3, 节的证明可知!此时 #!%&!!故 #!"&#&!% 若

#!" !,!设 #!"&4+,5!显然 ./ ./ 6,+,./ 是 - 中的 #2圈 !且

0&+,$!.!由 1 是 - 中的最长&.!2$!路!显然 +,)3&1$!与条件
($矛盾% 故 #!" #(% 因为 !!"&!!所以 ’!" "#%

,$ ’!" !#时! !!" !,!这时 # ! #!" !(!与 -的
任意断片的阶都大于 (的前提矛盾%

($ ’!" !(时! !!" !, 或 (%
! !!" !,时! #!" !#% 因为 !!% 6 !!( !$! $,

#)!得 !!( ##% 这时又分情况( !!( !#! !!% !( 或
!!( !+! !!% !,!类似前面的讨论可得矛盾%
" !!" !(时! #!" !(!讨论同上%
#$ ’!" !,时! !!" !,或 ( 或 #%类似前面的讨论可

得矛盾%

+$ ’!" !/ 时!*)!!"! !!" #,!由 !!( 与 !!%

的对称性可知!总有 $# "$! $+ "$ 成立!故 ’!(&!!’!
%&!!于是 ’ & ’!" ) ’!( ) ’!% !/!矛盾%
由以上讨论可知引理 (成立%
定理 设 -是 .2连通图! 且 - 的任意断片的阶都大于

(!(!.,.( 777 .4 .,是 - 的任意最长圈!若 ( 上的任意顶点 ./ 都
满足以下条件之一!则 (上至少包含两条可收缩边%

,$ 0#./$#)’
*$ 若 0#./$!.!则03#($1中无 &2圈包含它%
证明 设 .".#是 ( 上的一条边!显然 1&(!.".$是 - 中的

一条最长#.%!.$$!路!由引理 *可知!1 上至少包含一条可收
缩边!记为 *+!则 1"!(!*+ 是 - 中的一条最长#*!+$!路!由引
理 * 可知!1"上至少包含一条可收缩边!记为 .2!因而 *+&.2
是 (上的两条可收缩边% 证毕%

# 结论
图的可收缩边与可去边是研究连通图的构造和性质的

有力工具%本文考虑任意断片阶都大于 *的 .2连通图中最长
圈上的可收缩边的分布情况!得到结果(任意断片阶都大于 *
的 .2连通图最长圈上至少有两条可收缩边%
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本期推理小游戏答案

+ 对订婚的#* 对结婚的$
单独参加舞会的男士 * 人独身#* 人已婚$
单独参加舞会的女士有 # 人$
女士中人数最多的是订婚的$
所以#孙女士属于订婚的$
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