
! 引言
随着图的染色问题在现实中被广泛应用!逐渐成为研究

的重要领域之一"在文献!"#!!$#中!起源于网络问题的点可区
别边染色和邻点可区别边染色问题得到进一步研究" 新的染
色问题不断被提出!%&’#!文献!%#给出了邻点可区别全染色的定

义及其几类简单图关于此染色的色数!并提出了相关猜想"

本文给出了路#圈#风车图 !"
%#图 #$()和齿轮图%!&的均匀

邻点可区别全染色!给出了它们的均匀邻点可区别全色数的
确切值" 文中所讨论的图均为简单# 有限# 无向图!’$(%!)
$*%分别表示图 * 的顶点集和边集!!$*%表示图 * 中顶点的

邻点可区别全染色是在正常全染色的定义下!使得任两相邻顶点的色集不同"设 *$’!)%为一个简单图!+ 为 * 的一个 ,!邻点
可区别全染色!若 +满足**’-")-*"*’.").**#+$-$.%!其中!’-%)-,-/0+$/%,-."-1*+$1%,-.!记 2$-%"’-"3-!则称 + 为 * 的 ,"均匀邻点可
区别全染色!简记为 ,4)5’678!并称 !/01$*%#234$,0*存在 ,!均匀邻点可区别全染色%为 *的均匀邻点可区别全染色数"本文给出了

路#圈#风车图 ! "
%#图 9$()和齿轮图%!& 的均匀邻点可区别全染色!以及它们的均匀邻点可区别全色数的确切值"
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最大度!

定义 ! 设 !""##$是阶至少为 !的连通图#$ 是正整数#
% 是 ""!$!#"!$到"##!#%#$$的映射#对任意 &"""!$#记
’"&$%"%"&$&&"""!$$!"%"&($&&("#"!$#("""!$$! 如果

’$ 对任意 &(#&)"#"!$#&#)&#)#有 %"&($#%"&)$!
’’$ 对任意 &("#"!$#有 %"&$#%"($#%"&$#%"&($#%"($#

%"&($#则 % 称为 !的 $*正常全染色! 进一步#如果 %还满足&
’’’$ 对于任意 &("#"!$#有 ’"&$#’"($#则称 % 为 ! 的

$*邻点可区别全染色"记为 $*+",-’$!称 (’)"$&! 有 $*邻点
可区别全染色$为 !的邻点可区别全色数#记作 !+,"!$!
定义 " 设 !""##$是一个简单图# % 是 ! 的一个 $*邻

点可区别全染色#若 % 满足 &&".!#.&!&"/!#/&&$#".#/$#其中#
".!#.%"(&%"($%.$!"0 &%"0$%.$#记 ’".$%".!#.#则称 % 为 ! 的
$*均匀邻点可区别全染色#记为 $*#+",-’!并称 !-+,"!$%(’)
"$&! 存在 $!均匀邻点可区别全染色$为 ! 的均匀邻点可区别
全染色数!

引理 ! 若 ! 有两个相邻的最大度顶点#则
!+,"!$%""!$.!

引理 " 若图 ! 具有 $ 个连通分支 #!##!!#% #!$#且

&""!.$&%! ".%##!#%#$$#则
!+,"!$%(+/" !+,"!#$# !+,"!!$#%# !+,"!$$$

基于引理 !# 只讨论阶不小于 !的连通图! 本文研究了

路’圈’风车图 12
0’图 ,312和齿轮图4&5的均匀邻点可区别全染

色#给出了它们的均匀邻点可区别全色数的确切值!文中未加

说明的术语’记号参见文献324!

! 主要结论和证明
定理 ! 设 65表示 5 阶路#5%!#则

!+,"65$% 0 5%!#0
2 5%’ 2

证明 设 65%(##(!#%#(5!
当 5%!#0 时#显然有 !+,"65$%0! 下证 !+,"65$$0!为此#仅

需证明 6!和 60均存在 0*+",-’!
在 6! 中 #令 (#%##(!%0((#(!%!! 在 60 中 #令 (#%##(!%0#

(0%!((#(!%!#(!(0%#!因此# !+,"6!$%!+,"60$%0!显然#这也是 6!#60

的 0*#+",-’!
当 5%2 时#由引理 # 可知# !+,"65$%2#下证 !+,"65$$2#

为此仅需证明 65存在 "*+",-’ 即可! 定义一个从 ""65$!
#"65$到"##!#0#2$的映射 %&

%"(.(. .#$""##!#0#2$#且 % "(.(. .#$(."(56 2$ ".%##!#% #

5!#$(
%"(/$""##!#0#2$#且 %"(/$(/7#"(56 2$"/%##!#%#5$!

显然#%是 65的 2*全染色! 另外#有
当 !$/$5!##/(!"(56 2$时#’"(/$%"##!#0$(
当 !$/$5!##/(0"(56 2$时#’"(/$%"!#0#2$(
当 !$/$5!##/(8"(56 2$时#’"(/$%"0#2##$(

当 !$/$5!##/(#"(56 2$时#’"(/$%"2###!$!
而 ’"(#$和 ’"(5$都是二元集#这样对任意 .""##!#%#5!#$#
有 ’"(.$#’"(..#$!故 % 是 65的 2*+",-’!因此# !+,"65$%2!显
然#这也是 65的 2*#+",-’!
定理 " 设’5表示 5 阶圈#5%2#则

!-+,"’5$%2
证明 设 ’5%(#(!%(5(#!

由引理 # 知# !+,"’5$%2#下证 !+,"’5$$2#为此仅需证明
’5存在 "*+",-’ 即可! 考虑以下 2种情形!
情形 ! 5(8"(56 2$!
定义一个从 ""’5$!#"’5$到"##!#0#2$的映射 %&
%"(.(..#$""##!#0#2$#且 %"(.(..#$(."(56 2$#.7##!#%#5(
%"(/$""##!#0#2$#且 %"(/$(/.#"(56 2$#/%##!#%#5!

显然#% 是 ’5的 2!全染色! 另外#对 #$/$5#有
当 /(#"(56 2$时#’"(/$%"2###!$(
当 /(!"(56 2$时#’"(/$%"##!#0$(
当 /(0"(56 2$时#’"(/$%"!#0#2$(
当 /(8"(56 2$时#’"(/$%"0#2##$!

故 %是 ’5的 2*+",-’! 显然#这也是 ’5的 2*#+",-’!
情形 " 5(#"(56 2$!
定义一个从 ""’5$!#"’5$到"##!#0#2$的映射 %&
% "(.(. 8#$""##!#0#2$#且 %"(.(. .#$(."(56 2$#.%##!#% #

5!9(
%"(/$""##!#0#2$#且 %"(/$(/.#"(56 2$# /%##!#%#5!9(
%"(5!2(5!#$%##%"(5!$(5%&$%!# %"(5%!(5%#$%2# %"(5%#(5$%0# %"(5(#$%2(
%"(5%2$%!# %"(5%0$%0# %"(5%!$%## %"(5%#$%!# %"(5$%#!

显然#% 是 ’5的 2*全染色! 另外#对 #$/$5%9#有
当 /(#"(56 2$时#’"(/$%"2###!$(
当 /(!"(56 2$时#’"(/$%"##!#0$(
当 /(0"(56 2$时#’"(/$%"!#0#2$(
当 /(8"(56 2$时#’"(/$%"0#2##$!

而 ’"(5%2$%"2###!$#’"(5%0$%"##!#0$#’"(5%!$%"!#2##$#’"(5%#$%
"2#0#!$#’"(5$%"0#2##$#故 % 是 ’5的 2*+",-’! 显然#这也是
’5的 2*#+",-’!
情形 # 5(!"(56 2$!
定义一个从 ""’5$!#"’5$到"##!#0#2$的映射 %&
% "(.(. .#$""##!#0#2$#且 %"(.(. .#$(."(56 2$#.%##!#% #

5%:(
%"(/$""##!#0#2$#且 %"(/$(/.#"(56 2$#/%##!#%#5%:(
%"(5%9(5%2$%## %"(5%2(5%$$%!# %"(5%$(5%&$%0# %"(5%!(5%#$%2# %"(5%#(5$%0#

%"(5(#$%2(
%"(5%9$%!# %"(5%2$%0# %"(5%0$%2# %"(5%!$%## %"(5%#$%!# %"(5$%#!

显然# %是 ’5的 2%全染色! 另外#对 #$/$5!:#有
当 /(#"(56 2$时#’"(/$%"2###!$(
当 /(!"(56 2$时#’"(/$%"##!#0$(
当 /(0"(56 2$时#’"(/$%"!#0#2$(
当 /(8"(56 2$时#’"(/$%"0#2##$!
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而 !!"#!!""#$#%#&’#!!"$!$""#%#&#(’#%!"$!(""#&#(#$’#!!"$!&""
#(#$#%’#! !"$!%""#$#(#&’#! !"$""#(#$#%’# 故 & 是 %$ 的 $)
’()*%$ 显然#这也是 %$的 $)+’(,*%$
情形 ! $!(!*+, $"$
定义一个从 (!%$""-!%$"到#%#&#(#$’的映射 &%
&!".". -%"##%#&#(#$’#且 & !".". -%"!.!*+, $"#."%#&#& #

$!.’
&!"/"$#%#&#(#$’#且 &!"/"!/-%!*+, $"# /"%#&#&#$!.’
&!"$!/"$!!""%# &!"$!!"$!$""&# &!"$!$"$!(""(# &!"$!("$!&""%#

&!"$!&"$!%""$# &!"$!%"$""(# &!"$"%""$’
&!"$!/""&# &!"$!!""(# &!"$!$""$# &!"$!(""&# &!"$!&""(# &!"$!%""&#

&!"$""%$
显然#& 是 %$的 $)全染色$类似于情形 &和情形 (#可以验证 &
是 %$的 $)’()*%$ 显然#这也是 %$的 $)-’()*%$
综上所述#定理 &得证$
定理 " 0 个 1(有一个公共顶点构成的图为风车图 10

(#

则 !012!10
(""&0-%$
证明 设公共点为 23#第 . 个 3(中其余两个顶点记为 2.%#

2.&!."%#&#&#0"$ "!10
(""&0# !12!10

("%&0-%#下证 !12!10
(""&0-%$

定义一个从 (!10
("&+!10

("到#%#&#&#&0-%’的映射 &%
&!23""&0-%’
&!232.%""&.!%# &!232.&""&.#."%#&#&#0’
&!2&

%""%# &!2&&""&# &!2(
%""(# &!2(

&""$#&#&!20%""&0!(#&!20&""
&0!&# &!2%

%""&0!%# &!2%
&""&0’

&!2.%2.&""&0-%#."%#&’
&!2.%2.&"".#."(#$#&#0$

显然# &是 10
(的一个 &0-%)全染色#且有

%!23""#%#&#&#&0-%’’
%!2%

%""#%#&0!%#&0-%’#%!2%
&""#&#&0#&0-%’’

%!2&
%""#%#(#&0-%’#%!2&

&""#&#$#&0-%’’
%!2.%""#.!&#.#.-&’#."(#$#&#0’
%!2.&""#.!&#.-%#.-(’#."(#$#&#0$

则 %!2.%"’%!2.&"#."%#&#&#0’故 & 是 10
(的一个 &0-%)’()*%$

进一步#有4%!."4"& 或 (#."%#&#&#&0#&0-%$ 故 & 也是 10
(

的一个 &0-%)+’()*%$ 即 !012!10
(""&0-%$

定理 ! 4个 %$有一个公共顶点构成的图为风车图 )4#$#
则 !012!)45$""&4-%$
证明 设公共点为 23#第 .个 %$中其余顶点记为 2.%#2.&#2.(

!."%#&#&#4"#其中#2.%#2.(!."%#&#&#4"与 23相邻$
"!)46$""&47%# !12!)46$"%&4-%#下证 !12!)46$""&4-%$
定义一个从 (!)46$"&+!)46$"到#%#&#&#&4-%’的映射 &%
&!23""&4-%’
&!232.%""&.!%#&!232.(""&.#."%#&#&#4’即边 232%

%#232%
(#232&%#

232&
(#&#2324%#2324(依次标 %#&#&#&4$
&!2.%2.&""&.!(# &!2.(2.&""&.!&#."&#(#&#4’
&!2%% 2%

&""&4!%#&!2%
(2%

&""&4’即边 2&% 2&
&#2&

(2&
&#2(% 2(&#2(

(2(
%#&#

24%24&#24&24(依次标 %#&#&#&4$
&!2.%""&.!!# &!2.(""&.!$#."(#$#&#4’
&!2%

%""&4!(# &!2%
(""&4!&# &!2&%""&4!%# &!2&(""&4’即顶点

2(
%#2(

(#2$
%#2$

(#&#24%#24(#2%
%#2%(#2&%#2&(依次标 %#&#&#&4$

&!2.&""&4-%#."%#&#(’
&!2.&"".!(#."$#!#&#4$

即顶点 2%&#2&
&#2(

&#2$
&#2!&#&#24&#依次标 &4-%#&4-%#&4-%#%#&#

&#4!($
显然#&是 )46$的一个 &4-%)全染色$ 且有
%!23""#%#&#&#&4-%’’
%!2%%""#%#&4!(#&4!%’#%!2%

&""#&4!%#&4#&4-%’#%!2%
(""

#&#&4!&#&4’’
%!2&

%""#%#(#&4!%’#%!2&
&""#%#&#&4-%’#%!2&(""#&#$#&4’’

%!2(
%""#%#(#!’#%!2(&""#(#$#&4-%’#%!2(

(""#&#$#/’’
%!2.%""#&.!!#&.!(#&.!&’#%!2.&""#.!(#&.!(#&.!&’#%!2.(""

#&.!&#&.#&.!$’’."$#!#&#4’
则 %!2.%"’%!2.&"#%!2.("’%!2.&"#."%#&#&#4’故 & 是 )46$ 的一

个 &4-%)’()*%$
进一步#有 4%!."4"( 或 $#."%#&#&#&4#&4-%$ 故 & 也是

)46$的一个 &4-%)+’()*%$ 即 !012!)46$""&4-%$
定理 # 在轮图 5$的轮圈 %$上每两个相邻点之间加入

一个顶点后所得的图称为齿轮图#记为5($#则 !012!5($""$-%$
证明 设中心点为 23#与 23相邻顶点依次为 2%#2&#&#2$’

与 23不相邻顶点依次为 6%#6&#&#6$$ 其中#6.与 2.#2.-%相邻#6$
与 2%#2$相邻$

"!5($""$# !12!5($"%$-%#下证 !12!5($""$-%$

定义一个从 (!5($"&+!5($"到#%#&# &#$-%’的映射 &%
&!23""$-%’
&!232."".#.7%#&#&#$’

即边 232%#232&#&#232$依次标 %#&#&#$)%#$$
&!2."".!%#."&#(#&#$’
&!2%""$’

即顶点 2&#2(#&#2$#2%依次标 %#&#&#$)%#$$
&!2.6."".-(#."%#&#&#$)(’
&!2.6."7.!$-(#."$)&#$)%#$’

即边 2%6%#2&6&#&#2$6$依次标 $#!#&#$)%#$#%#&#($
&!2.-%6."".-&#."%#&#&#$)&’
&!2.-%6.""%#.7$)%’
&!2%6$""&’

即边 2&6%#2(6&#&#2$6$!%#2%6$依次标 (#$#&#$)%#$#%#&$
&!6.""$-%#."%#&#$’即顶点 6%#6&#6$都标 $-%$
&!6."".)&#."(#$#& #$)%’即顶点 6(#6$#& #6$!% 依次标

%#&#&#$)($

显然# & 是5($的一个 $-%)全染色$ 且有
%!23""#%#&#&#$-%’ ’
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!!"!""#!#$#%##&#!!$!""#’#%##&#%!$&""#(#’#&&$
%!"(""#!#(#’#)&#%!$(""#%#)#&&$
%!"’""#(#(*!#(*’#(!!&#("’#%#%#&+’$
%!$(""#(*$#(*’#(!$&#("’#%#%#&+$$
%!"&!$""#,#&!,#&#&*,&#%!"&!,""#(#&!,#&#&*,&#% !"&""

#,#’#&!,#&&$
%!$&!,""#,#(#&!’&$
%!$&""#(#’#&*,&$

则 %!"("!%!$("#(",#(#% #&$%!"(*,"!%!$("#(",#(#%#&+,$

%!","!%!$&"#故 )是*"&的一个 &*,++,-./&

进一步#有 -!!("-"% 或 )#(",#(#%#&#&0,#故 1也是*"&的

一个 &*,+23,4./#即 !./0!*"&""&*,&

! 结论

本文研究了路’圈’风车图 56
’’图 -71%和齿轮图*"&的均匀

邻点可区别全染色#给出了其均匀邻点可区别全色数的确切
值#进一步验证了文献2’3中的猜想对这几类图是成立的&
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