
! 引言
通常!分岔现象对应于系统的某个参数临界值!当系统

参数穿过这个临界值时!系统的某些性态将发生突变!而这
种现象的发生可能对工程应用等造成难以估计的有害影响"

例如 !""# 年 $ 月 %& 日!因为两根高压线负载过高导致超温
脱落!引起了输电网络失常!造成美加地区大面积停电 ’%(#又
如 !" 世纪 #"$&" 年代!航空中有一种可怕的空难!称为颤
振 ’!(!当飞机飞到某一个临界速度时!机冀就会振动!数秒钟
内就可能将机冀振掉!造成机毁人亡% 因此!如何更好地改变
或控制这种分岔现象的发生是一项非常有意义的工作"
分岔控制是通过在系统中加入适当的控制器!使原有分

岔临界值改变" 由于倍周期分岔可导致混沌发生!研究分岔
控制不仅可以更好地掌握和改变分岔性态&如改变分岔系统

的稳定域等’!还可以实现对混沌的有效控制% 自 )**等 ’#(首次

提出控制策略以来!许多有效控制策略纷纷呈现 ’&+,(% 但归结
起来!控制方法只有两类(一是状态变量的反馈控制#二是非
反馈控制% 最近!-./ 等’%"(提出了一种新的控制策略$$$混合
控制!并将其成功应用到离散系统#-0. 等 ’%%(进一步给出了无

时滞连续系统的混合控制策略% 在此基础上!12345’%!(将此混
合控制方法成功应用到一类病毒传播模型% 值得一提的是!
时滞现象普遍存在于网络神经元之间的信息传递!并且控制
行为发生效用有一定的时间滞后!因此时滞分岔和时滞控制
更具有实际应用价值% 而目前神经网络的分岔控制方面的研
究还为之甚少 ’%#(%

为此! 本文就如下带有 #个时滞的 6/78039:神经网络的
分岔控制问题展开讨论(

研究了一类带 * 个时滞的 "#$%&’()神经网络的分岔控制问题! 考虑系数扰动影响"通过对比一般的时滞状态反馈控制"根据
"#$% 分岔定理"选取时滞为分岔参数"提出了一类新的混合控制策略#$$带参数扰动和时滞状态反馈的控制方法"得到了一些新的

分岔控制结果% 进而通过已有结果检验分岔控制的效果"得到新的分岔控制对于改变分岔发生的位置有较好的调节和延迟的作用!

这一结果对控制周期分岔和混沌行为具有重要的指导意义! 最后"结合示例和数值模拟进一步验证了此混合控制策略的有效性!
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!
!! !!"""!#!!!!""#$!! %!!!!!""!!""#$!$ %$!!$!""!%""

!! $!"""!&$!$!""#$$! %!!!!!""!$""#$$$ %$!!$!""!!"
!

"
!!"

其中#&’ 为第 ’ 个神经元恢复静息状态的速率 $$’( 为连接矩

阵$! ’为延迟时间参数$%(为激活函数#’#("!#$% 利用参数扰动
和时滞状态反馈的方法#给出一种新的混合控制策略% 受控
系统描述如下&

!! !!""""!!&!!!!""#$!! %!!!!!""!!""#$!$ %$!!$!""!%"""##!!!""!!"

!! $!""""!!&$!$!""#$$! %!!!!!""!$""#$$$ %$!!$!""!!"""#$!$!""!!"
!

!$"
其中#$!!"!$#!%"$!#%&’#$") 分别为混合控制的两个参数#
且 %’!(""(#’"!#$% 记 *!!"$!! % "!!("#*!$"$!$ % "$!("# *$!"$$! % "!!("#
*$$"$$$ %"$!("#&!"&$"$%

! 受控系统的稳定性和分岔分析
系统!$"在!(#("处的线性化系统为

!! !!"""!"$!!!""#!*!!"#$"!!!""!!"#*!$"!$!""!%"

!! $!"""!"$!$!""#*$!"!!!""!$"#!*$$"#$"!$!""!!"
! !%"

由此可以求出此线性化系统的特征方程&
!&+%$"$)$&!!*%!*!!+*$$"#$$,!&+%$")&!#

*!%*!!#$"!%*$$#$"!$%$*!$*$!,"( !-"
上式可以看成是!&+%$")&!的二次方程#其根为

!&+%$")&!","# ,"$!-"# !."
其中#,"!*!!+*$$"/$#-"*!!*$$!*!$*$!$-""%$-#$%$,#$$#,""%,+$%
可以看出#,"$!-""%$!-",$"% 因此#,"$$-"!或 ,"$0-""当且仅
当 ,$$-!或 ,$0-"%
下面分两种情况考虑方程!."%

!"! ,$$-
首先给出文献*!-,中的一个结论作为本节的一个引理#

具体表述如下%

引理 !#!$% 对于指数多项式

.!&1 )!&’!#)!&’$#’#)!&’/""&0#1!("
! &0!!#1!("

$ &0!$#(#1!("
0!!&+

1!("
0 #*1!!"! &0!!#1!!"

$ &0!$#(#1!!"
0!!&+1!!"

0 ,)!&’!#(#*1!/"
! &0!!#

1!/"
$ &0!$#(#1!/"

0!!&+1!/"0 ,)!&’/

其中#’’$(!’"!#$#(#/"和 1!’"
( !’"!#$#(#/$("!#$#(#0"均

为常数% 当!’!#’$#(#’/"取值变动时#只有零点在虚轴上或
者穿过虚轴时#.!&#)!&’!#)"&’$#(#)!&’/"具有正实部零点的重

数才会改变%

简便起见#本节做如下假设&

$&,# ,$!-# # $% !2!"

$$& ,# ,$!-# + $%% &
$

!2$"

,+ ,$!-# + $%% &
$

0$$0 ,! ,$!-# + $%% &
$

!2%"

$$0 ,# ,$!-# + $
%% &

$

!2-"

引理 & 如果!2!"和!2$"成立#则对所有 !"*(#+$"#方
程!-"的所有根都有负实部%
证明 当方程!-"中 !"( 时#它的根可表示为 &!1$"!%$+

,"% ,"$!-"# % 显然#此时当!2!"成立时#方程!-"的所有根都
有负实部%再考虑当 !’(时#方程!-"的根是否递增到零或是
穿过虚轴% 可以发现#!是方程!-"的一个根当且仅当其为方
程!."的一个根%
记 &2(+3) 为方程!."的一个根并将其代入方程!."中#分

离实部和虚部可得

)(!*!(+%$"456)!!)637)!,","# ,"$!-"#
)(!*!(+%$"637)!8)456)!,"
!

(
!9"

事实上#稳定性的变化只可能发生在 ("( 时% 此时#

%$456)!!)637)!","# ,"$!-"#
%$637)!+)456)!"
!

(
!:"

由此可知#

)$"!,# ,$!-# "$!$$ !;"
由式!;"可知#如果!2$"成立#则方程!."不存在任何纯

虚根$应用引理 ! 的结论可知#方程!-"的所有根都具有负实
部% 证毕%

引理 ’ 对于方程!."#有
!" 如果!2!"和!2%"成立#则方程!."在 !3!!1 ( 存在一对

纯虚根#3)!$

$" 如果!2!"和!2-"成立#则方程!."在 !3!!1 (和 !3!+1 (分

别存在一对纯虚根#3)!和#3)+%
这里#

)$
#" ,# ,$!-# + #%% &

$

!%$4$ !<"

且

!#1 (" !
)#

=>4?=7!)#

4 8 ("
)#

!("’#!#$#($!’"@37A!8B(#!!1(C" !!("

特别地#记#3)(为方程!."在 !3!(处的一对纯虚根% 为了判断
!(和 !!1(就是系统!$"的分岔值#下面将验证其横截性条件%

引理 $ 横截性条件 D) E&
E!% &

!#1 (
’(成立%

证明 根据方程!."可知#
E&
E! )&!+!&+%4" !)&! E&E! +&)&% &! "( !!!"

化简可得

E&
E! *!+!&+%4"!,"&!&+%4" !!$"

由上式可知#

E&
E!% &F! " *!8!&+%4"!,

G&!&+%4" "F !
&!&+%4" F

!
& !!%"

故而

63H7 D) E&
E!% &

!#1 (
! ("63H7 D) E&

E!% &F!
!#1 (

! ("
63H7 D) F!

3)!3)+%4") *! ("63H7 D) F!
F)$+%4)% &! ("
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图 ! 无控和受控系统的状态变量 !!!""和 !#!""的轨迹
!"#$ ! %&’()*+,&- ,. !!!"" "#$ !#!"" /"+0,1+ *,2+&,3 ’24 /"+0 *,2+&,3

567 !#!""5"7 !$!""

%&’( !#

!)*"###!#! "+,
证毕!
结合引理 #"引理 ) 的推导结果"可得出如下结果!
定理 8 按照式#$,$定义 #,和 $#-,"有
$$ 如果#.$$和#.#$成立"则对任意 $#,"特征方程#)$

的所有根均有负实部%
#$ 如果&.$$和&./$&或&.)$$成立"那么当 $$$$-,&或 $0

$,$时"特征方程&)$的所有根均有负实部’当 $%$$-,&或 $%$,$
时"特征方程&)$有一对纯虚根’当 $&$$-,&或 $&$,$时"特征方
程&)$至少有一个根有正实部%
根据定理 $"可导出系统&#$的局部稳定性和分岔定理%
定理 9 就系统&#$而言"按照式 &1$定义 $, 和 $$ -,"且

&.$$成立"有(
$$ 如果#.#$成立"则对任意的 $#,"系统##$的平衡点

#,",$是渐近稳定的%
#$ 如果#./$#或#.)$$成立"那么系统##$存在一个临界

值 $%$$-,#或 $%$,$"使得当 $$$$-,#或 $$$,$时"系统##$的平衡
点#,",$是渐近稳定的’当 $&$$-,#或 $&$,$时"平衡点#,",$是
不稳定的"并且在 $%$$-,#或 $%$,$处发生 .234分岔%
8$9 ’#0(
本节做如下假设(

#&’) %
"

#.5$

##+(* #&
’ ’* &

"$ %# #.6$

##0(* #&
" ’* &

"$ %# #.1$

类似于引理 / 的结论可以得出下面引理%
引理 : 如果#.5$和#.6$成立"则对所有 $&7,"*%$"方

程#5$的所有根都有负实部%
引理 ; 如果#.5$和#.1$成立"则特征方程#)$在 $%$!"*

时存在一对纯虚根&&!&"其中
!#

&8(’$"###

且

$&" *8 $
! 9:;;2% $ "#’’&! ’’#$(’’

"###*!#$ %* #*!
!

#*8,"$"#")’$,8<&(=$*","$$",>$ &$)$
由引理 ) 可知"$,是系统&#$的分岔值%
结合引理 5(引理 6的推导结果"可以得到结果如下%
定理 < 按照式&$)$定义 $,"有
$$ 如果&.5$和&.6$成立"则对任意 $#,"特征方程&5$

的所有根均有负实部%
#$ 如果&.5$和&.1$成立"那么当 $$$,时"特征方程&5$

的所有根均有负实部’当 $%$, 时"特征方程&5$有一对纯虚
根’当 $&$,时"特征方程&5$至少有一个根有正实部%
根据定理 /"可以得到系统 &#$的局部稳定性和分岔定

理%
定理 = 按照式&$)$定义 $,"且&.5$成立"有
$$ 如果 &.6$成立"则对任意 $#,"系统 &#$的平衡点

&,",$是渐近稳定的%
#$ 如果&.1$成立"那么系统&#$存在一个临界值 $%$,"使

得当 $$$, 时"系统&#$的平衡点&,",$是渐近稳定的’当 $&$,

时"平衡点&,",$是不稳定的"且在 $%$,处发生 .234分岔%
备注 8 在系统&#$中"如果令 "8$$("&%("则本节给出

的控制系统退化为文献7$5?的情况% 因为控制行为发生效用
总有一定的时间滞后"相对于文献7$5?"本节给出的时滞状态
反馈更具有实际意义%
备注 9 在系统&#$中"如果令 ’8$"则本节给出的控制

系统退化为一般的单反馈控制% 事实上"由于在实际计算和
测量中不可避免地有误差出现"考虑系统参数的变化能使对
系统的研究更加全面"因此本节给出带参数扰动的混合控制
策略比单反馈控制更具有普遍性和适用性%
备注 < 在文献7$6?中".@9(’等讨论了在 ’8$"&8, 时的

.234&ABC神经网络分岔问题"模型描述如下(

!" $&"$8’&$!$&"$$7 #’ $$$+$&!$&"#$$$$*
#$# +#&!#&"#$/$$?*&!$&"#$$$

!" #&"$8’7$!#&"$*##$ +$&!$&"#$#$$$

& #’ $$$+#&!#&"#$$$$?*&!#&"#$$$

(
*
*
*
*
**
)
*
*
*
*
**
+

&$5$

当选取 $$8/!D)"$#8!DE"$/8$$!DE 时"系统&$5$在 #$###$8$时发
生 .234 分岔 7$6?% 事实上"如果在系统&$5$中选取 ’8,FE"&8,"
根据本节给出的混合控制策略"可以很容易地使系统的分岔
消失"详见图 $%
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例 ! 考虑如下带混合控制的 !"#$%&’(神经网络模型!

!! )""#*!+!#,!)""$-$,, %,%!,"""",$$-$,. %."!.""""/$$0-#!,"""",$

!! .""$1!2!&.!.""$-$., %,"!,"""".$$-$.. %."!."""",$$0-$!."""",$
!

",3$
其中&&’1,&$’(1!,&%’%!$14567!&’&(*,&.’显然&"8&8$为系统",3$
的平衡点’ 当选取 %1,&$18时&系统退化为式",$’ 根据分岔
点计算公式&可知此时系统的分岔点是 ")""8 1,9.8:.&并且在

8""*""8时&平衡点是局部渐近稳定的(在 "+""8 &平衡点是不稳
定的’但根据定理 ;可知&当!!*$*! 时&无控系统的分岔点将
延迟出现’ 如选取 !189<&$189;&可求出受控系统的分岔点为
")"81.9.,;/’ 从图形上可以看出&相对于无控系统的分岔点&
受控系统的分岔点被延迟&如图 ;)图 = 所示’ 其中&图 ;选取
时滞 ",1".1"/1"81.9.,;/( 图 > 选取时滞 ".1,988:.?"/1,9;8:.@
",1"8’

! 实例和数值模拟仿真
下面通过两个示例说明混合控制策略的有效性’
例 " 考虑带混合控制的 A"#B%&’(神经网络模型!

!! ,""$1!2!#,!,""$-,,, %,"!,"""",$$-
,,. %."!.""""/$$0-$!,"""",$

!! .""$1!2!&.!.""$-,., %,"!,"""".$$-
,.. %."!."""",$$0-$!."""",$

#
%
%
%
%
%%
$
%
%
%
%
%%
&

",<$

其中&&’189>&,’(1!89/&%’"!$14567!&’&(1,&.’

显然&"8&8$为系统",<$的平衡点’当 !1,&$18 时&系统退
化为式",$&根据分岔点计算公式&可知此时系统的分岔点是

"1""8 1C9C8</&并且在 8""*""8时&平衡点是局部渐近稳定的(在

"+""8&平衡点是不稳定的’但由定理 . 可知&当"!D,8$E$E"!D.$
时&系统",<$对所有的 "’8 都是局部渐近稳定的’如选取 !1
89C>&$189.>&对比图形可看出&无控系统的分岔已消失&如图

.)图 /所示’ 其中&在图 . 中选取时滞 ",1".1"/1"81C9C8</(在
图 / 中选取时滞 ".1<C9C8</&"/1FC9C8</&",1CC9C8</’

图 # 无控和受控系统的状态变量 !#G"H和 !.G"I在 "$"!%$&&’&%(#时的轨迹
)*+’ # ,-./0123-4 35 !#G"I .67 !.G"I 80-9:9 2*;0 <*2=3:2 1362-3> .67 <*2= 1362-3> ?"$"!%$&&’&%(#@

图 ! 无控和受控系统的状态变量 !#G"I和 !.G"I在 "$"!%$&’&%(# 时的轨迹
)*+’ ! ,-./0123-4 35 !#G"I J6K !.G"I 80-9:9 2*;0 <*2=3:2 1362-3> .67 <*2= 1362-3> ?"$"!%$&’&%(#A
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! 结论
本文针对分岔问题!设计了一种新的混合控制方法"""

参数扰动和时滞状态反馈控制器!这种控制策略较一般的单
反馈控制可以更加有效地考虑到系数扰动的影响!通过数值
模拟可以发现该控制器可以很好地改变分岔点的位置!甚至
使之消失!为分岔控制提供了一种很实用的策略# 相信这些
结果对分岔控制或是混沌控制必将提供有益的参考价值#
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图 ) 无控和受控系统的状态变量 X!+’,和 X’+’,在 !*!!+*,-.+/. 时的轨迹
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@4B X"+’,的轨迹

图 C 受控系统在取 !*!+*.-.,C! 时分岔出周期解 X!+’,和 X’+’,的轨迹
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