
! 引言
!"#$%&"矩阵方程广泛应用于系统稳定性分析!时滞系统

的控制器设计!最大成本估算!数值算法的收敛性!’"$$(&" 微
分方程的性态等许多控制难题中"具有重要的理论和实用价
值# 许多学者对一般的 ’"$$(&" 矩阵方程进行了研究"并取得
了一些结果"如张维海 )*+,-对广义连续 ’"$$%&"矩阵方程进行了
研究" 给出了广义连续 ’"$$%&" 矩阵方程解矩阵的存在条件"

并提出强解的概念$.//01-使用配方法和 2$345 补引理给出了
连续 ’"$$%&" 矩阵方程解矩阵的上下界"与以前的结果进行了

比较"从很大程度上降低了保守性$陈东彦等 06-针对摄动离散

’"$$%&" 矩阵方程进行了研究"得到了一些结果 "但针对摄动

连续 ’"$$%&" 矩阵方程的结果很少#本文主要对带有范数有界
不确定性的摄动连续 ’"$$%&" 矩阵方程解矩阵的界进行了有
效估计#

"#$$%&# 矩阵方程在控制理论和状态估计问题的研究中具有重要的理论和实用价值! 针对摄动参数为带有范数有界不确定性
的摄动连续 "#$$%&#矩阵方程解矩阵界估计问题"通过构造两个半正定矩阵"利用矩阵不等式和特征值的性质得到带有范数有界不
确定性的摄动连续 "#$$%&# 矩阵方程解矩阵新的上下界"利用特征值满足的不等式给出解矩阵特征值新的上下界! 这些上下界的计
算只涉及矩阵特征值的计算和线性矩阵不等式的求解"上下界的估计均由矩阵不等式给出"避免了高阶代数方程的求解! 数值算例

验证表明"研究结果是可行的!

摄动连续 "#$$%&# 矩阵方程#范数有界不确定性#解矩阵
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!!!!"为矩阵 !!"#!#或 !!$#!#的第 !个特征值#设矩阵
!!!"#!!"#!#或 !!!##!!$#!# 的特征值和奇异值均按递减

顺序排列#即 !$!!""!%!!""$"!#!!"和 "$!!"""%!!""
$""#!!"%

! 问题的描述
摄动连续 &’(()*’ 矩阵方程&

"!#+!#"+!#+!#"""!"$"",!% !$"
其中##!"#!#为渐近稳定矩阵#%!"#!#-%!%"./和 $!"#!#-$!
$"./ 均为对称正定矩阵#!#+!##%$0%"能稳#!#!"#!#为不确

定矩阵#表示矩阵 # 的结构摄动#且假设 !#!"#!# 满足范数

有界不确定性#即
!#!&’(

其中#&!"#!%#(!"&!# 为常值矩阵#’!"%!& 为未知不确定矩

阵#满足 ’"’#)%
引理 !123 设 ##&#( 和 ’是相应维数的矩阵#且 ’4’$)#

则对任意正定矩阵 $./ 和任意满足 $!#&&4./ 的正数 #./#
有

!#+&’("4$!$!#+&’("$#4!$!#&&4"!$#+ $
# (4(

成立%

引理 "153 对于任意的变量 *%"#和矩阵 !!$#!##有
!#!!"*"*$*"!*$!$!!"*"*

成立#从而有 !#!!")#$!$!$!!")#成立%
引理 #163 设矩阵 !#+皆为 # 阶 4789’*7 矩阵#则有
$" 若 !"+#则 !!!!""!!!+"#!,$#%#$##’
%" 若 !.+#则 !!!!".!!!+"#!,$#%#$##%

" 主要结果和证明
定理 ! 设矩阵 "为式!$"的唯一正定对称解矩阵#则 "

满足下列不等式&

"",!$
$ !,$-$,$"$0%,!$

$ ,"$

式中#正定矩阵 ,$ 定义为 ,$,!$+$!$
$ "$0%#并对于任意的正数

#$和正定对称常值矩阵 $$使得下列不等式成立&

#$)!($$("./
-$,%!#$$#"!#$$("!#$)!($$(""!$($$#"!#$&&"./
另外#"还满足不等式&

"$,!$
% !,%-%,%"$0%,!$

% ,"%

这里#对任意的正数 #%和正定对称常值矩阵 $%#下列不
等式成立&

,%,!$!$!$
% "$0%./

#%)!($%("./
且矩阵

-%,%+#$%#"+#$%("!#%)!($%(""!$($%#"+#%&&"

证明 定义半正定矩阵

!$,1$:$0%
$ "+$$0%

$ !#+!#"3"1$:$0%
$ "+$$0%

$ !#+!#"3,
"$!$

$ "+"!#+!#"+!#+!#"""+!#+!#""$$!#+!#""/ !%"

其中#$$为正定对称常值矩阵%

由式!%"#方程!$"为
";#+!#<+;#+!#<""+%!!$!"$!$

$ "!
!#+!#""$$!#+!#"+%!"$" !="

整理式!="得
"!$+$!$

$ "",!$!!#+!#""$$!#+!#"+%"
%!!#+!#""$$!#+!#"

由引理 $#对任意的正数 #$满足 #$)!($$(">/#有
"!$+$!$

$ """%!#$$#"!#$$("!#$)!($$(""!$(

($$#"!#$&&" !?"
令

,$,!$+$!$
$ "$0%

-$,%!#$$#"!#$$("!#$)!($$(""!$($$#"!#$&&"

则式!?"为
",%

$""-$ !2"
在式!2"两侧左乘和右乘 ,$#得

!,$",$"%",$-$,$

若矩阵 -$>/#则有
"",!$

$ !,$-$,$"$0%,!$
$

定义另一个半正定矩阵

!%,1$:$0%
% "+$$0%

% !#+!#"3"1$:$0%
% "+$$0%

% !#+!#"3,
"$!$

% "!"!#+!#"!!#+!#"""+!#+!#""$%!#+!#""/ !5"
其中#矩阵 $%为正定对称常值矩阵%
由式!5"#方程!$"为
"!#+!#"+!#+!#"""+%,!!%+"$!$

% "+
!#+!#""$%!#+!#"+%,"$" !6"

整理式!6"#得
"!$!$!$

% "",!!%+!#+!#""$%!#+!#"+%$
%+!#+!#""$%!#+!#"

再由引理 $#对任意的正数 #%满足 #%)!($%(">/#有
"!$!$!$

% ""$%+#$%#"+#$%("!#%)!($%(""!$)

($%#"+#%&&" !@"
则矩阵 $%应使矩阵 ,%,!$!$!$

% "$0%>/%
令矩阵

-%,%+#$%#"+#$%("!#%)!($%(""!$($%#"+#%&&"

则式!@"为
",%

%"$-% !A"
在式!A"两侧左乘和右乘矩阵 ,%#得

!,%",%"%$,%-%,%

从而有

"$,!$
% !,%-%,%"$0%,!$

%

证毕%

定理 " 设矩阵 " 为方程!$"的唯一正定对称解矩阵#则
" 满足以下两个不等式&

"" -$0%
$

!$!,$"
,"= !$/"

"$ -$0%
%

!#!,%"
,"? !$$"
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证明 应用引理 !!式""#和式"#$分别为
!!
$%!$$"!!#$

!!
!"!!$"!"$!

则

"! $$%!
$

!$"%$$

"" $$%!
!

!!"!!$

证毕&
推论 ! 方程"$$解矩阵 "特征值的上下界分别为

!$""$!
!$"$$$

!$"&&&!$
$ $# $$%!

!$""$"
!$"$!$

!!"&!&!$
! $% &$%!

证明 对式"$’$和式"$$$应用引理 (!得

!$""$!!$""($)!$
$$%!

$

!$"%$$% &) !$%!
$ "$$$
!$"%$$

)

!$%!
$ "$$$

!$%!
$ "&&&!$

$ $
) !$"$$$

!$"&&&!$
$ $% &$%!

!$""$"!$""*$)!$
$$%!

!

!!"%!$% &) !$%!
$ "$!$
!!"%!$

)

!$%!
$ "$!$

!$%!
! "&!&!$

! $
) !$"$!$

!!"&!&!$
! $% &$%!

证毕&

" 数值算例
例 在方程"$$中!设 !’’"!!!满足范数有界不确定性!

且

’)
!( ’+"
’ !% &, &)

$ ’
’ ’+% &" ()

( ’+!
’+!% &(

!’))*+)
’+’*# ’+’$*
’+’$* ’+’(% &-

./0" ’
’ 12.% &"

$ ’
’% &$

则有

$$ 由定理 $!取 #$)’+’’$#!&$)$$"++3$!$!$$)!得

#$)
!+""*! ’+,(-’
’+,(-’ ’+!-"
% &

(
"!"$)

’+’444 ’+’$4(
’+’$4( ’+’$4
% &

’

取 $!)*+"5 &!) $!

!
"++3$!$& $

! &
!$!得

#!)
,’+(($! !*’+44(4
!*’+44(4 ","+$,4% &-

"""!)
$’+(,*$ !!+(-((
!!+(-(( "*+",$% &$

!$ 由定理 !!取 $$)’+’’$#!&$)$$"++3$!$!$$)!得

"!"()
’+’44* ’+’$4*
’+’$4* ’+’$"
% &

#

取 $!)*+"!&!) $!

!
"++3$!$& $

! &
!$!得

"""*)
$’+(*’" !$+",(’
!$+",(’ !#+-4#% &#

该算例说明了定理 $ 和定理 !的正确性和可行性&

# 结论
本文研究了连续 6/1178/ 矩阵方程在摄动参数满足范数

有界不确定性下的解矩阵的上下界的估计问题!得到了两个
定理!且又给出了解矩阵的特征值的上下界!然后利用数值
算例说明了结果的正确性和可行性&
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!学术动态!

中国植物保护学会将于 !"#" 年 $$ 月 !%!!& 日在海南省海口市召开第三届全国生物入侵学术研讨会"会议主题为全球变
化与生物入侵"
征文内容#全球变化$气候变化%大气变化%土地利用格局变化&对生物入侵的影响’入侵物种的基础生物学与生态学’入侵物

种的防控$预防预警%检测监测%生态修复%综合治理等&新技术"
征文截止时间#!"$"年 $"月 !" 日"
联系电话#"’&’(!))**!+)$彭正强&’电子信箱#,-./0-1,%)2345’会议网址#066.7889992:.530:4;24/683<..8"
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