
! 引言
时滞反馈控制常用来改善系统的特性!如系统镇定 !"#"控

制混沌 !$#等# 由于时滞反馈控制在实际应用中容易实现!近年

来!其扩展研究受到广泛关注 !%&’#$ 时滞对系统的动态性质影
响较大!非线性时滞反馈控制系统有着比常微分方程描述的
原系统更加丰富的动力学行为!%()#$ 时滞反馈控制可使一个平
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考虑一个具有二次方和三次方非线性的单自由度参数激励系统!对系统引入一个主动控制即线性时滞位移反馈!定性地研

究系统中时滞反馈对系统动力学行为的影响" 首先运用规范型方法!给出由分岔产生的周期解的解析形式" 进而解析地预测了由

时滞导致的系统周期解的个数及其稳定性随时滞量的变化规律" 发现时滞能够引起系统平衡点失稳!出现多吸引子共存现象" 最

后采用 $阶 %&’()*+&,,-法和点映射方法给出数值结果"并对多吸引子的吸引域进行了划分!给出了时滞导致的系统的概周期吸
引子" 数值结果与理论预测的一致性验证了理论分析结果的有效性" 研究发现时滞可使系统出现复杂的动力学行为" 本文结果对

控制系统的镇定和系统同步有潜在的应用价值"

!!!时滞反馈#概周期解#分岔#吸引域
./##!012/ 3 "!!!*4524$#!"!%"6*!!22*!$

!"#$%&’ ()*+,-./ "0 + 1+2+,3425.+66) 7’.5438 9)/4&, :54; (36+)38
<"/545"* =&&8>+.?/

收稿日期",-"-&-’&,)!修回日期",-"-&-.&*,
基金项目"国家自然科学基金项目#*-.-,-/*$%上海高校选拔培养优秀青年教师科研专项基金项目&000-1--2$%上海市教育委员会重点学科建设

项目&3’*’-*$
作者简介"尚慧琳!讲师!研究方向为非线性动力学和振动控制!电子信箱"456789:)-;<=>?@76+A=?

BCDEF C57678*( GHE 0=8IJ98I,

*+ !"#$$% $& ’("#)*+")% )*, -./$0)/+$* 1*2+*((3+*24 !#)*2#)+ 5*6/+/./( $& 7("#*$%$284 !#)*2#)+ 9::9;<4 =#+*)
,> =$%%(2( $& ?3@)* A)+%B)8 73)*6C$3/)/+$*4 !#)*2#)+ ?*+D(36+/8 $& E*2+*((3+*2 !"+(*"(4 !#)*2#)+ 9:FG9:4 =#+*)

!!!D 478I69&K9I:99&=L&L:99K=? 4M4>9? N7>< O5@K:@>7A( A5P7A( @8K J@:@?9>:7A@66M 9QA7>9K >9:?4 74 A=847K9:9K+ G9 78>:=K5A9 @8
@A>7R9 A=8>:=6( 7+9+ @ 6789@: K96@M9K&J=47>7=8 L99KP@AS A=8>:=6( >= ><9 4M4>9?( @8K ><9 9LL9A>4 =L ><9 K96@M9K L99KP@AS =8 ><9 KM8@?7A4 =L
><9 4M4>9? @:9 4>5K79K O5@67>@>7R96M+ T7:4>( ><9 8=:?@6 L=:? ?9><=K 74 J:=J=49K >= 78R94>7I@>9 ><9 KM8@?7A4 =L ><9 4M4>9? N7>< R@:M78I
K96@M+ U<98 ><9 49A=8K&=:K9: @JJ:=Q7?@>7=8 =L ><9 J9:7=K7A 4=65>7=8 74 =P>@789K( @8K 74 549K >= J:9K7A> ><9 4>@P767>M =L ><9 P7L5:A@>7=8
P:@8A<94 @8K ><9 R@:7@>7=8 =L ><9 85?P9: =L 4=65>7=84 N7>< R@:M78I >7?9 K96@M+ V> 74 L=58K ><@> >7?9 K96@M A@8 ?@S9 ><9 >:7R7@6 9O5767P:75?
6=49 7>4 4>@P767>M( @8K 78K5A9 ><9 ?56>7J69 @>>:@A>=:4 A=9Q74>78I 78 ><9 4M4>9?+ T78@66M( ><9 85?9:7A@6 :9456>4 @:9 =P>@789K ><:=5I< ><9 2><&
=:K9: W58I9&X5>>@ @8K J=78>&>=&J=78> ?@JJ78I ?9><=K4+ U<9 P@4784 =L @>>:@A>7=8 @:9 A6@447L79K+ V8 @KK7>7=8( ><9 O5@47&J9:7=K7A @>>:@A>=:
>7?9 K96@M 78K5A94 74 @64= =P>@789K+ U<9 @I:99?98> =L ><9 85?9:7A@6 @8K ><9=:9>7A@6 :9456>4 R9:7L794 ><9 R@67K7>M =L ><9 ><9=:9>7A@6
J:9K7A>7=84+ V> 74 L=58K ><@> R@:M78I ><9 K96@M A@8 78K5A9 ><9 A=?J69Q KM8@?7A@6 P9<@R7=:4 78 ><9 4M4>9?+ U<74 J@J9: J:=R7K94 J=>98>7@6
@JJ67A@>7=84 =L ><949 L78K78I4 L=: ><9 4>5KM =L 4>@P767Y@>7=8 =L A=8>:=669K 4M4>9?4 @8K A<@=>7A ?=>7=84+

K96@M9K L99KP@ASZ O5@47&J9:7=K7A 4=65>7=8Z P7L5:A@>7=8Z P@478 =L @>>:@A>7=8

研究论文$39,?:@)8%

科技导报 #!"!!#5$"6% 22

C MY K



衡点稳定的系统出现多周期吸引子共存! 概周期吸引子"甚
至混沌!"## 对于对称性非自治系统的时滞反馈控制效应"许多
力学与数学工作者进行了研究探讨 !$%&#"而对于非对称非自治
系统"即便是无时滞反馈系统的复杂性研究也非常有限 !’(%))#$
本文利用时滞反馈控制一个具有二次方%三次方非线性

的非对称单自由度参数激励系统 !)(#&

!*+!"!"*#(
+!*!$!+*!+%!,*!"!-./&#0( ’)(

其中"! 为小的无量纲参数) ""!("$"%"" 和 & 为常数# 式’)(
可用来描述一个单自由度机械系统的响应"或者梁%圆盘%壳
模型响应的一阶模态近似# 其中二次方项可由曲率或不对称
材料非线性引起"三次方项可由面内拉伸或对称材料非线性
引起"参数项可由轴向谐波%面内载荷%或转矩引起# 在不同
的参数取值下"无阻尼无外激励的系统’)(’式’)((平衡点个
数不同"如 #(0)1("%023("!$(4)"$0,4( 时"系统有一个中心"即
原点!)+## 对单平衡点系统’)(引入一个线性时滞位移反馈"则
系统’)(变换为

!*+!"!"*#(
+!*!$!+*!+%!,*!"!-./&%0&5!’6!7 ’+(

对时滞反馈控制如何引起单平衡点系统’)(的复杂动力
学行为进行研究"采用规范性方法分析了时滞引起的平衡点
失稳"研究了时滞反馈系统’+(的主参数共振响应"讨论了系
统的分岔性质以及非零解的稳定性# 最后"数值验证时滞引
起的系统多吸引子共存%吸引域边界分形及概周期运动等复
杂现象#

! 时滞引起的周期解及其稳定性分析
!"! 周期解的解析近似解
无外激励%阻尼和时滞的系统’+(平衡点横坐标为 !0("

5+!%8%)5%$!5$+%2#(
+%8)9+8 # 平衡点个数%位置及势阱的形状均取

决于 %"$"#(和 ! 的值# 在系统’+(中"对于主参数共振的情
况"设

&0+#(*!( ’,(
其中 (为调谐参数# 同时"重新标度反馈增益 &0!&)"观察时
滞反馈对主参数共振的作用# 根据文献!)(#"系统’)(的近似
解可假设成如下形式&

!0’-./ )
+ &%% )+! "*! ()’+-./5&%%)8)(+’+)(,’-./

,
+ &%% )+! "# $)*

’2(
其中 ()"(+和 (,为实数$ 设

!"0&+ * +$:;&% *0 !,;*
+ ’<(

则系统’+(为

*"$ ;&
- *= ;

& .5*"*%"+"+%8 ’>(

采用规范型方法"设

*0+?!/)@+"+&"+"+%8?!+/+?*

+"$;&+9+)!")5+"+&"+"+%8?!+"+?* ’A(

分别对比 !和 !+同阶系数可得

!0+?+&?! = 2$
,&+ 5++?>++&?+&+8? "

2&+ 5+B*+&+%# ’8 *05!+8 ’C(

联合式’2(D式’"(和式’C(可知

+0 )
+ ’:

; &
+ %E )

+! "
’&(

对比式’2(和式’C(系数得

()0E +$
,&+ (+0E,() (,0 "

2&+ ’)((

进而得到系统规范型$ 由式’&("将系统规范型写成极坐标形
式"近似有
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其中"

1)0& -./&+ ’E! ") 1+0&/;F&+ ’?"& ’)+(

令式’))(右端为 ("有

E1+E3 !1+
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由式’),(可解到 2 和 )"将其代入式’2("即可得系统的二阶
近似解$ 式’),(意味着系统’+(的稳态解和非稳态解是由时
滞!外激励的频率及外激励振幅共同决定$ 至此"非线性振动
系统’+(的周期解问题即转化为平均方程’))(的定常解问题$
!"# 解析解的稳定性分析
将式’))(化为直角坐标后求 HI:-J"K 导数"即可判断平衡

点稳定性$ 故设

4$2-./ )
+! " 5$’/;F )

+! " ’)2(

则 4和 5满足

4"0 = !1+

& = !
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方程组’)<(在平衡点附近的 LM-.N; 矩阵的特征值为

,0E+1+O&!+ 1+
+O&+E6- ’)>(

其中"
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图 ! 系统!!"的数值解与解析解的对比
"#$% ! &’()*+#,’- ./01//- -2(/+#3*4 ,’420#’-,

*-5 *-*460#3*4 ’-/,

根据 !"#$%&’#()*$+ 定理可得平衡点稳定的条件为 !,!-!".-"
当 !/!-!"0- 时!特征方程有一零特征根!此时平衡点将产生
静态分岔#而当

!/0- "!- !!/
!" !/0-

!- $12%

特征方程有一对纯虚根!此时平衡点发生 3"45 分岔&同时!非
零解 678"9* 矩阵的特征值满足以下特征方程’

#/: ;$!/

% & : $/

%/
;<’/
=%/ >=" #( (

$#!1
%/ : $#/" $8"?)> $#!/% ?*@% &) $/0< $1A%

将式$1=%解得的 $ 和 ) 代入式$1A%!即可判断周期解的稳定
性& 现给定一组系统参数取值’

(0;B< *<01B< +01B< ,0=B<
-0/B< #0/B< %0/B<

$/<%

应用本节分析方法可得系统$/%周期解随时滞 " 的变化情况!
如图 1所示& 系统在一定的时滞取值范围内出现多吸引子共
存现象!即不同的初始值可以导致不同的系统动力学行为&

! 时滞引起的复杂现象
为了验证本文理论分析的可靠性并进一步研究系统的

动力学行为! 利用 ; 阶 !#@CD>E#$$7 法! 固定积分步长为
<B<<F!得到系统$/%的数值解& 系统参数取值同图 G!设系统
初始状态为

&H’I0-J- &!H’K0-J- $&"’’L-% $//%
系统$/%的数值解如图 / 所示& 可以看出!解析解与数值

解基本一致!从而验证了解析方法定性分析的可靠性&
如图 1 所示!"0;J=时!平衡点吸引子和周期吸引子共存&

对于这样多吸引子共存情况!有必要划分各吸引子的初值吸
引盆& 图 1 中一定时滞量取值下各吸引子的吸引域分布如图
= 所示 !其中各图中吸引域在初始值区间 &/-’& H-K’1-!

&/-’&! H-K’/-上绘制!初始点个数均为 =--";--M1N& 图中浅灰
色区域为平衡点吸引子的吸引域!黑色区域为周期吸引子的
吸引域& 可以看出!平衡点吸引子的吸引域随时滞的增大而
减小#同时!吸引盆呈不同程度的分形& 在更大的时滞量下!
系统会出现概周期吸引子!如图 ; 所示&

图 7 系统!!"的周期解的振幅随时滞的变化
"#$% 7 8*+#*0#’- ’9 0:/ *()4#025/ + ’9 0:/ )/+#’5#3

,’420#’-, ’9 0:/ ,6,0/( ;!< 1#0: 0#(/ 5/4*6

图 = 不同时滞下系统!!"的吸引盆
"#$% = >*,#-, ’9 *00+*30#’- ’9 0:/ ,6,0/( ;!< 2-5/+ 0:/

5#99/+/-0 ?*42/, ’9 0#(/ 5/4*6
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!!" "#$%&’(! 截面

)!* +#$%&’(! ,-.

/ 结论
本文主要研究线性时滞位移反馈对一类有二次方和三次

方非线性的非对称参数激励系统动力学行为的影响!构造规范
型方法得到时滞引发的主参数共振响应解的近似解"确定了分
叉解的分叉方向及稳定性"并利用数值方法验证解析结果的有
效性! 对于系统的多稳态运动"通过将时滞反馈系统吸引域向
有限维欧式空间投影" 绘制了不同时滞下多稳态解的吸引盆"
并进一步数值研究了时滞引起的复杂现象! 研究发现"时滞不
仅可以改变系统平衡点的稳定性"还可以引起系统多吸引子共
存现象"控制吸引盆边界的拓扑形态"并进一步引起系统的复
杂运动"如概周期运动! 这些研究结果在研究受控系统的镇定
和混沌运动方面有着潜在的应用价值!
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’(’)*+(’)*+,-. 压电器件等()压电材料’陶瓷!晶体!薄膜!微纳米等压电材料()超声技术)压电器件的加工与制造技术’包
括微纳米材料与器件的制造与制备技术()振荡器!滤波器的设计与制造%
征文截止日期&!%$%年 $%月 &$ 日%
联系方式 &福建省厦门市厦门大学萨本栋微纳米技术研究中心 /%0’&1$%%2(*郭航)电话 &%23!4!$51530)传真 &%23!4

!$50$31)电子信箱&6,-778.9:;8<=>8<?-%
会议网址&6@@ABCCAD=E.<:;8<=>8<?-%
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