
! 引言
在研究椭圆型方程边值问题!抛物型方程的边初值问题

的数值解法"五次样条插值和高精度插值问题"利用紧致型
高精度差分格式求解流体力学方程中的对流项和黏性项 !"#$%

时"经常将问题归结为求解五对角线性方程组或拟五对角线

性方程组# 如何准确!高效地求解五对角线性方程组一直是
计算数学和计算流体力学的研究重点之一"尤其是瞬态&时变
问题"每推进一个时间步 "都需要对相应的空间导数进行数
值求解$ 因此"提高拟五对角线性方程组算法的求解效率"将
会大大缩短整个问题的计算时间$

根据拟五对角矩阵的特点!沿用追赶法的思想!首先将拟五对角系数矩阵分解成 " 个简单矩阵的乘积 !#"#$!其中 " 为下三
角形矩阵!# 为单位上三角形矩阵!$ 为拟对角矩阵" 然后将拟五对角线性方程组的求解问题转化为求解以下 "个简单的线性方程
组#"%&’!#(&%!$)&(" 通常的 "# 分解仅求解 $ 个方程!本算法虽然将问题转化为 " 个方程组的求解!复杂度却没有增加!总的运算
量仅为 !$"%"%&由于算法沿用追赶法矩阵分解的思想!对于严格对角占优的五对角线性方程组具有良好的数值稳定性&数值结果表
明!算法的计算时间与方程组阶数 " 呈线性关系&

拟五对角矩阵’线性方程组’追赶法
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五对角线性方程组的求解虽然是一个古老的问题!但随着
计算数学在各个行业中的应用越来越广泛!该问题的求解又引
起广大学者的重视"近年来已有学者针对此问题给出了一些新
的算法!"#$%" 本算法沿用解决拟三对角线性方程组 !&%的思想!将
问题转化为 " 个简单方程组的解法! 看似将问题复杂化了!
实际上却大大减少了运算量" 文献!$%给出的五参数法总运算
量约为 !#$’"$!本文算法的总运算量约为 !#"’"$!减少的运
算量中乘除法为 !#("$!加减法为 !#$"$%由于算法考虑了拟
五对角矩阵的特点!采用追赶法分解矩阵!对于严格对角占
优矩阵有着良好的数值稳定性"

! 算法分析
拟五对角线性方程组可以写成如下矩阵形式&

!")# #*$
其中! $)##*!$+!’!$"$,!%"! ")(&*!&+!)!&"$,!%"!%!%"!" 为

拟五对角矩阵!
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将系数矩阵进行分解&

!)&’( (+$
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则拟五对角线性方程组的求解过程可以分为以下 " 个步骤&
! 求解 &*)$+" 求解 ’+)*+# 求解 )")+,

" 算法过程
根据算法分析!拟五对角矩阵的分解分为两步%首先将 ,

分解成

%)&’* ("$
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由待定系数法容易推出
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然后将’*分解为

’*)’) ($$
采用待定系数法&
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消元整理得

!!!!!"!! #"!!!#!!"!!
!!!#"!!"!" !!#!#"!#"!"
! "$"!!

$"
! "# %"!!!%!!"!!

%"!%!#"!%"!"
! "

$"!!# !%"!!!%!!"!!"!!!#!#"!#"!""!!%"!%!#"!%"!""!#"!!!#!!"!!"
!!!!!!"!!"!!!#!#"!#"!""$!!!#"$!"!""!#"!!!#!!"!!"

$"# !!!!!!"!!"!%"!%!#"!%"!""$!!!#"$!"!""!%"!!!%!!"!!"
!!!!!!"!!"!!!#!#"!#"!""$!!!#"$!"!""!#"!!!#!!"!!"

再依次求出

$&#%&!!& $"!!!#& $" &#!#"#$#"!"
至此#得出求解拟五对角线性方程组的新算法%
该算法运算量统计&乘除法 ’!"%""#加减法 ’!!&""#总

的计算量为 ’!%’""% 文献()*的五参数法运算量情况&乘除运
算 ’!"’""#加减运算 ’!"+""#总的计算量为 ’!)’""% 通过比
较#本文提出的算法在减小计算量方面具有明显的优势%

! 算法的数值稳定性
算法的数值稳定性归结于矩阵 !#"## 的对角元之模大

于同行各元素之模% 根据上述的分解过程# 可以得到以下 %
个结论%

定理 " 如果系数矩阵 $ 是严格对角占优的# 则"#也是
严格对角占优的%

证明 首先用归纳法证明()&($(*&($(!$ &($(#$&(,!!&#!#"#$#"!)"%

当 &#! 时#-)!-$-*!-$-!$!-$- #$!-#!-+!-$-!!-$-"!-$-,!-".--!-,!# 结论
成立%

归纳假定当 !%&%"!) 时#结论均成立% 那么#

-)&$!-$-.&$!-$-!$ &$!-$( #$&$!-# -/&$!!0&$!.&-$-!&$!-$-"&$!!$ &!!$0&$!!$ &-$-"&$!#$&!!$0&$!#$&-
(1&$!-

% (/&$!-$-!&$!-$-0&$!-!-.&-$-!$ &-$- #$&-"$-"&$!-!-!$ &!!-$- #$&!!-"
--&$!!"&$!.&!!!0&$!)&-

% -/&$!-$-!&$!-$!-,&$!-$-"&$!--)&!!-"!-.&-$-!$ &-$- #$&-"$-"&$!-!-!$ &!!-$- #$&!!-"
--&$!-!-"&$!-!-.&!!-$-)&!!--)&-"!-,&$!--)&-

# -/&$!-$-!&$!-$-,&$!-!-.&-$-!$&-$- #$&-"$-" &$!-!-!$&!!-$- #$&!!-$-)&!!-!-.&-$-!$ &-$- #$&-""
--&$!-!-,&$!--)&-!-" &$!-!-.&!!-$()&!!--)&-"

, -/&$!-$-!&$!-$-,&$!-!!!-)&-"$-" &$!-!!!-.&!!-!-)&!!--)&-"
-/&$!-$-!&$!-$-,&$!-!!!-)&-"$-" &$!-!!!-.&!!-!-)&!!--)&-"

#!

再单独证明 -)"!%-$-!$ "!%-$- #$"!%-,!#-!$ "!"-$- #$"!"-,!#-!$ "!!-$- #$"!!-,!#

-!$"-$- #$"-,!% 事实上#

-)"!%-$-!$ "!%-$- #$"!%-

# -/"!%!0"!%."!)-$-!"!%!""!%!$ "!/!0"!%!$ "!)-$-""!%#$"!/$0"!%#$"!)-
--"!%!""!%."!/!0"!%)"!)-

, -/"!%-$-!"!%-$-""!%-!-!$"!/-$- #$"!/-"$-0"!%-!!!-)"!)-"
--"!%-!-""!%--."!/-!-0"!%-()"!)-

% -/"!%-$-!"!%-$-""!%-!-!$ "!/-$- #$"!/-$-)"!/-!!!-)"!)-""$-,"!%-!!!-)"!)-"
--"!%-!-""!%-!-."!/-$-)"!/--)"!)-"!-,"!%--)"!)-

, -/"!%-$-!"!%-$-""!%-!!!-."!/-!-)"!/--)"!)-"$-,"!%-!!!-)"!)-"
-/"!%-$-!"!%-$-""!%-!!!-."!/-!-)"!/--)"!)-"$-,"!%-!!!-)"!)-"

#!

-!$ "!"-$- #$"!"-# -/"!"!""!"!$ "!)!0"!"!$ "!%-$-!"!"!""!"#$"!)!0"!"#$"!%-
--"!"!""!"."!)!0"!")"!%-

, -/"!"-$-!"!"-$-""!"-!-!$ "!)-$- #$"!)-"$-0"!"-!!!-)"!%-"
--"!"-!-""!"--."!)-!-0"!"-()"!%-

% -/"!"-$-!"!"-$-""!"-!-!$ "!)-$- #$"!)-$-)"!)-!-)"!)--)"!%-"$-,"!"-!!!-)"!%-"
-/"!"-$-!"!"-$-""!"-!!!-."!)-!-)"!)--)"!%-"$-,"!"-!!!-)"!%-"

, -/"!"-$-!"!"-$-""!"-!!!-."!)-!-)"!)--)"!%-"$-,"!"-!!!-)"!%-"
-/"!"-$-!"!"-$-""!"-!!!-."!)-!-)"!)--)"!%-"$-,"!"-!!!-)"!%-"

#!

-!$ "!!-$- #$"!!-# -!"!!-$-/"!!!""!!#$"!%!0"!!#$"!"-
--"!!!""!!!$ "!%!0"!!!$ "!"-

% (!"!!-$-/"!!-$-""!!-- #$"!%-$-0"!!-- #$"!"-
--"!!-!-""!!--!$ "!%-!-0"!!--!$ "!"-

% -!"!!-$-/"!!-$-""!!-!- #$"!%-$-)"!%-- #$"!"-"$-,"!!-- #$"!"-
--"!!-!-""!!-!-!$"!%-$-)"!%--!$ "!"-"!-,"!!--!$ "!"-

, -!"!!-$-/"!!-$-""!!-!!!-!$ "!%-!-)"!%--!$ "!"-"$(,"!!-!!!-!$"!"-"
-!"!!-$-/"!!-$-""!!-!!!-!$ "!%-!-)"!%-( !$ "!"-"$(,"!!-!!!-!$ "!"-"

#!

- #$"-$-!$ "-# -/"!0"!$ "!!-$-!"-
--"!""#$"!"!0"#$"!!-

% -/"-$-!"-$-,"--!$ "!!-$-""--!$ "!"--!$ "!!-
--"-!-""-!- #$"!"-$-!$ "!"-- #$"!!-"!-,"-- #$"!!-

, -/"-$-!"-$-,"-!!!- #$"!!-"$-""-!!!- #$"!"-!-!$ "!"-- #$"!!-"
-/"-$-!"-$-""-!!!- #$"!"-!-!$ "!"-- #$"!!-"$-,"-!!!- #$"!!-"

#!

证毕%

定理 ! 的结论不仅保证了 "%#& 求解的数值稳定性#同
时也是证明以下两个定理结论的重要依据%
定理 # 如果系数矩阵 $ 是严格对角占优的#且 "!-"&-$

-,&-"%--&-#则
!" -"&-%-1&-!&#%#)#$#""’
"" -0&-%-1&-!&#"#%#$#""%
证明 由于 --"-!-0" -#--"!0")! -!-0"-&--" -!-,"-!!$-)!- "0--" -!

"-,"-&+#有-0"-,-1"-%
根据定理的条件假设和定理 !的结论#对于 %%&%"!"#

有

-1&-!-"&-#--&!"&.&!"!0&)&!!-!-"&-#--&!"&.&!"!,&)&!!$"&)&!")&!!-!-"&(
&--&-!-,&--)&!!-!-"&-!!$-.&!"-$-)&!"--)&!!-"0--%-!-,%-!"-"%-&+

-1&-!-0&-#--&!"&.&!"!0&)&!!-!-0&-#--&!"&.&!"!,&)&!!$" &)&!")&!!-!-,&!"&)&!"-
&(-&-!-" &-!-.&!"-$-)&!")&!!-$-)&!"-"!-,&-!!$-)&!!-"0--&-!-"&-!"-,&-&+
同样地#

-1"!!-!-""!!-#--"!!!""!!!!$ "!%!)"!%!$ "!""!,"!!!$ "!"-!-""!!-

&--"!!-!-""!!-!!$( !$"!%-$-)"!%--!$ "!"-"!-,"!!--!$ "!"-
0(-"!!-!"-""!!-!-,"!!-&+

-1"!!-!-0"!!-&--"!!-!-""!!--!$ "!%-!-0"!!-!!$( !$ "!"-"

&--"!!-!-""!!-!( !$ "!%-$-)"!%-$-)"!%--!$ "!"-"!-,"!!-!!$-!$ "!"-"
0--"!!-!"-""!!-!"-,"!!-&+

-1"-!-""-#--"!""#$"!"!,"#$"!!$""!$ "!"#$"!!-!-""-

&--"-!-""-!!$- #$"!"-$-!$ "!"-- #$"!!-"!-,"-- #$"!!-
0--"-!"-""-!-,"-&+

-1"-!-0"-&--"-!-""--#$"!"-!-0"-!!$- #$"!!-"&--"-!-""--#$"!"-!-,"!""!$"!"-!!$-#$"!!-"

&--"-!-""-!- #$"!"-$-!$"!"-$-!$"!"-- #$"!!-"!-,"-!!$- #$"!!-"0--"-!"-""-!"-,"-&+
证毕%
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定理 !保证了求解 !""# 的数值稳定性!
定理 ! 如果拟五对角矩阵 $ 是严格对角占优的" 则拟

对角矩阵 %也是对角占优的!
证明 根据式##$的分解计算过程和定理 $的结论"可用

归纳法证明拟对角矩阵 %是严格对角占优的% 由于 !""!! ""#"" #!"
&"$%!!"%!$"%$"有

%!"%&%#"%"%!!"%&% #!"%’$ &"$%!!"%!$"%$
则当 %!!""($ 时"

%!"!$%&%#"!$%"%!! "!$!&"!$!"&$!’"!$!"%&% #!"!$!&"!$#"&$!’"!$#"(

#%!!"!$%&% #!"!$%&%&"!$%&%!"&$%&%#"&$%$&%’"!$%&%!"%&%#"%$

’%!!"!$%&% #!"!$%&%&"!$%&%’"!$%’$
证毕%

定理 )保证了求解 %&"’的数值稳定性%

" 数值实验
利用紧致差分格式对一阶导数进行差分离散 *)+"一般公

式可以写成如下形式 *$,-+’

!) ""!!&"* ""!$&* ""&"* ""&$&!* ""&!"+ *"&.!*"!./& &, *"&-!*"!-
0& &- *"&$!*"!$-&

当系数 !"$1-2"""$1-"-"$31$-","$2$1$42"."$1$22 时"精度可
达到 $2 阶%
例 设 *&/$"567/"等距剖分区间 *2"-!+’&"-!1%"/"""&&""

2"$"-"("%$% 对应函数值为 *" "*&/"$&""2"$")"%$"用紧致差
分格式计算导函数值 * """* "&/"$&""2"$"-"*"%$+
显然函数具有周期性边界条件’*""*%0"&""!-"!$"2"$"-".$"

* """* "%0"&""!$"2"$"-$"差分方程可写为
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其中"1"". *"&.!*"!./& &, *"&-!*"!-0& &- *"&$!*"!$-&
&""$"-"*"%$!

数值试验的平台是曙光天阔 84/29 工作站&:;< 为 97=>?
@>AB7 !C))DEF"内存 0DG$"操作系统为 867HBI5 J>AK>A -22."
使用 LBA=AM7语言编程"数据类型为双精度浮点型! 计算结果
如表 $ 所示!

采用该算法对不同阶数的方程组进行求解" 计算时间如
图 $所示! 由图 $可清楚地看出"算法的计算时间与方程组阶
数 %呈线性关系"与理论分析的算术运算量 3&.N%$完全吻合!

# 结论
本文针对科学与工程计算中经常出现的拟五对角线性

方程组"沿用传统的 !( 分解的基本思想"将拟五对角线性方
程组的系数矩阵 $分解成 )个矩阵的乘积 )(%"从而将求解
拟五对角线性方程组的问题转化成求解 ) 个简单线性方程
组的问题!与传统的 !(算法相比"虽然本文算法分解后增加
了一个矩阵 %"但恰恰简化了分解过程的复杂度"同时矩阵 %
非常简单"使求解拟五对角线性方程组的过程只需要先,追-
后,赶-再回代% 本算法总的运算量仅为 3&)N%$"是目前已有
算法中运算量比较小的% 数值实验结果表明"在普通计算机
上"在几秒或几十秒的时间内"可以快速求解一个百万阶的
拟五对角线性方程组%
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表 + 拟五对角方程组的求解时间
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方程组

阶数1$2/ $ - # / ‘ $2 $-

本算法

时间 #$15
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图 + 计算时间!0<= 562%"随方程组阶数的变化情况
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