
! 引言
碱!表面活性剂!聚合物!"#$"三元复合驱提高采收率技

术在中国各油田进行了较大规模的现场试验# 研究表明 %&!’($三

元复合体系表现出类似于聚合物溶液的流变特性$在中等剪
切速率范围内$呈现剪切变稀的流变特征$符合非牛顿幂律
流体的规律#

在实际油藏的三元复合驱条件下!三元复合体系多表现出非牛顿幂律流体的渗流特征" 将三元复合体系假定为非牛顿幂律流

体所得到的均质试井模型是非线性的!难以求得解析解!通常只用数值方法求得其近似解" 本文使用加法分离变量法!求解尚未有解

析解的非定常非线性试井方程!导出了一系列简明#无特殊函数和无穷级数$的解析解!以发展非 "#$%&’ 幂律流体的理论%而且还
可以作为标准解来检验相应的数值解的准确度&收敛性与稳定性!以发展数值方法’ 此外!应用常规分离变量法也得到了一些显式解

析解"

非牛顿幂律流%试井模型%解析解%加法分离变量法

()*+ ! , )-!!./01/(2-)-$)0.--+2.-3

李元媛 )42!蔡睿贤 5

&) 中国科学院工程热物理研究所!北京 &**&+*
,) 中国科学院研究生院!北京 &***-+

! "#$%&’( !$)*+,&%)* -#*.,&#$’ #/ 0(** 1(’, !$)*+’&’2 3#$43(5,#$&)$
6#5(74*)5 8*.&9’

收稿日期" ,*&*.*/.,*
基金项目" 国家自然科学基金项目#0*/12&*2$%国家重点基础研究发展计划&+1’计划$项目&,*&*34,,1’*2$
作者简介" 李元媛!博士研究生!研究方向为能源系统与解析解!电子信箱"567789:8;6<8;6<=&,2>?@5%蔡睿贤&通信作者!中国科协所属全国学会个人会员

登记号"A-**&***-2B$!中国科学院院士!研究方向为能源系统!电子信箱"?7C=:DE>?<

FG H;6<8;6<&I,I 3"G J;:C:6<&

&> !"#$%$&$’ () *"+%",,-%"+ ./,-0(1/2#%3#4 5/%"’#’ 6378,02 () 9:%,":,#; <,%=%"+ >?@>A@4 B/%"C
,> D-E8&E$, F"%G,-#%$2 () B/%",#, 6:E8,02 () 9:%,":,#; <,%=%"+ >@@@HA; B/%"E

"5@<K <;5D7@;L ED7E:678 ED?M<@9@K:DLI "9N69:<D.#;7O6?E6<E.$@985D7 P"#$Q O9@@R:<K :L @<D @O EMD 5@LE :5S@7E6<E D<M6<?DR @:9
7D?@TD78 5DEM@RL> G< EM:L 5DEM@RI EMD "#$ L@9;E:@< L8LED5 DCM:U:EL EMD ?M676?ED7:LE:?L @O 6 <@<!VDWE@<:6< S@WD7.96W O9;:R> " M@5@KD<D@;L
WD99 EDLE 5@RD9 U6LDR @< <@<.VDWE@<:6< S@WD7.96W O9;:R :L <@<9:<D67 6<R :E :L TD78 R:OO:?;9E E@ @UE6:< DCS9:?:E DC6?E 6<698E:?69 L@9;E:@<L>
XD<D76998I @<D ?6< @<98 @UE6:< 6SS7@C:56ED L@9;E:@<L W:EM <;5D7:?69 5DEM@RL> JD?D<E98I 6< 6RT6<?DR 5DEM@R @O LDS676E:<K T67:6U9DL W:EM
6RR:E:@<L W6L S7@S@LDR U8 EMD 6;EM@7LI WM:?M ?6< UD ;LDR E@ @UE6:< DC6?E 6<698E:?69 L@9;E:@<L > YM:L 5DEM@R :< EM:L S6SD7 :L ;LDR E@ L@9TD
EMD ;<LED6R8 <@<9:<D67 WD99 EDLE DZ;6E:@<> " LD7:DL @O DC6?E 6<698E:?69 L@9;E:@<L PW:EM@;E ;L:<K LSD?:69 O;<?E:@<L @7 :<O:<:ED LD7:DLQ 67D
RD7:TDR U6LDR @< EMD EMD@78 @O <@<.VDWE@<:6< S@WD7.96W O9;:R> YMD8 ?6< UD ;LDR 6L EMD UD<?M567N L@9;E:@<L E@ ?MD?N EMD 6??;76?8I
?@<TD7KD<?D 6<R LE6U:9:E8 @O EMD <;5D7:?69 L@9;E:@<L 6<R E@ RDTD9@S EMD <;5D7:?69 ?@5S;E6E:@<69 6SS7@6?MDL>

<@<.VDWE@<:6<[ WD99 EDLE 5@RD9[ 6<698E:?69 L@9;E:@<[ 5DEM@R @O LDS676E:<K T67:6U9DL W:EM 6RR:E:@<

研究论文(,8%>:?#7$

+2 科技导报 2-)-!20()0$

C MY K



!"#" 年!$%&%’ 等 ()*研究了多孔介质中非牛顿幂律流体不

稳定渗流特征"+&,-.’/012&3,4051(6*在此基础上进一步考虑了
井筒储集和表皮系数的影响!求得了均质无限大地层拉氏空
间的解!并绘制了相应的图版# 7""8 年!刘泽俊等 (8*研究了圆

形有界地层均质油藏非牛顿幂律流体试井模型! 宋考平等 (9*

进一步研究了 : 种外边界条件下非牛顿;牛顿流体复合试井
模型# 梁光跃等(<*通过引用有效半径等无量纲量!求得 =种外
边界条件下均质试井模型的有效半径解及简化式# 以上所得
到的都是一般解!形式不够简洁直观!在物理应用上不够方
便# 为推进非 >?@/&,流的理论与实用!本文应用新的分离变
量法 (";7A*导出非牛顿幂律流体试井模型的简明严格解析解#它
不但有理论价值!还可以作为标准解校验各种数值计算方法
的准确度$收敛性与稳定性!以及用来改进其差分格式$网格
生成方法等#

! 试井模型的基本方程和主要求解办法
按照文献(<*!在此直接引用其非牛顿幂律流体均质油藏

试井模型的无量纲有效半径形式!其渗流控制方程为

!B!C

!"BC
D #
"C
%!!$

!"$
E%C?

&#;:’FB"7;#C
!!$

!&$
&7’

其中!!C为无量纲压力!"C为无量纲有效半径!&C为无量纲时间

坐标!%C?为表皮系数组合参数!令其等于 %C

7;’&7;#’ BF&7;#’ !%C

为无量纲系数!’ 为无因次表皮系数!# 为幂律指数#
幂律流体的渗流方程具有非线性的特点!不便进行解析

求解# 一些经典著作认为此类方程的求解需要经过线性处理
或用数值方法求得数值解# 这些解多是沿用经典的求数理方
程解的办法(((常规分离变量法而得到的结论# 如果改用其
他创新的方法 (";7)*!可找到式&7’的一些更为先进的解#
本文所用的新的分离变量法(((加法分离变量法!非常

简单!自启用以来!导出了很多以往未推出的解析解# 其基本
方法是将常规分离变量法 (&)!*’E+&)’,&*’改为 (&)!*’E+&)’
D,&*’!就可导出很多前所未有的严格简明解析解#

" 应用加法分离变量法时的解析解
如果假设式 &7’ 中的主要变量 !C用加法分离变量法求

解!则有

!CE!&"CG &C’E-C&"C’D.C&&C’ &H’
将式&H’代入式&!’!并假定 # 可取任意正数!则式&!’可

简化为

"#;!C &-!C D #
"C

-"C ’E%&:##’FH
C? ."C &:’

"#! !$%$时的简明解析解
按照分离变量法的原则!式&:’等号两侧应为常数!可令

其为 /I&并令之后的 /0均为常数’!则式&=’可简化为

-!C D #
"C

-!CEIE%&=##’FB
C? ."C &A’

等号右侧可得

.CE/B &J’
等号左侧积分后可得

-CE /7

7## "7##C &K’

最后!按加法分离变量法可以得出式&7’的简明解析解为

!CE /7

7## "7##C D/B &9’

其中!# 为任意不等于 7 的正数# 令 /7E/BE7!式&9’的典型曲
线如图 7所示#

对于牛顿流体!即当 #E7 时!式&=’可简化为

-!C D 7
"C

-"CEIE 7
%C?

."C &<’

等号两侧分别积分!可得

!CE/7L,"CD/B &"’
可见!用加法分离变量法可以得到幂律流体试井模型的简明
解析解# 但式&9’和式&"’所表达的解是定常的!未表达出非
定常的情况#

"&" 表达有非定常情况的简明解析解
非定常情况下!/I!I!此时式&=’变为

"##7C % -!C D #
"C

-"C" #E/IE%C?
&#;=’FB."C &7I’

由左式!可得

-!C D #
"C

-"C E/I"&7;#’C &77’

积分!得

-CE /I

B&=##’ "
=##
C D /7

7## "7##C &7B’

式&7I’等号右侧积分!可得
.CE/I%&=##’FB

C? %&CD/B &7=’
由此得到式&7’的另一简明解析解为

!CE /I

B&=##’ "
&=##’
C D /7

7## " &7##’C D/I%&=##’FB
C? %&CD/B &7A’

其中!# 为任意不等于 7和 =的正数#
此解既是关于 "C的函数!又是关于 &C的函数!是二元的

解"既反映了几何上的变化!又反映了时间上的非定常情况#

图 ! 不同幂律指数 " 对压力的影响曲线
’()& ! *+,--.+, /.+0, 12+ 3(11,+,45 067.,- 21 "
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当 !!" 时!式""##变为

"!$% "
#$

""$!$#! "
%$&

&"$ ""’$

等号两侧均可简单积分!得

’$!("()#$% "
* (##+$ %(#%$&%)$%(+ "",$

式"",$即为牛顿流均质油藏试井模型的解析解!压力与
时间呈线性关系!但受组合参数 %$&的影响& 当 (#!*!("!(+!"
时!压力与半径关系的典型曲线如图 + 所示&

当 !!- 时!用同样的方法可得

’$! "
+ (#()#$%("

"
#+$

%(#)$%(+ "".$

式""*$’(",#’(".#即为用加法分离变量法得到的试井模
型的代数显式解析解& 此外!应用常规分离变量法也能得到
一些解析解!下文将阐述之&

! 应用常规分离变量法时的解析解
假设式("#中的主要变量 ’$用常规分离变量法求解!有

’$!’(#$!)$#!*$(#$#%+$()$# ("/#
代入式("#!假定 ! 为任意正数!则式("#简化为

#!#"$ %
*!$
*$

% !
#$
%*"$
*$

! "!,$&
(!0-#1+ &"$

&$
("2#

!"# !$%$ 时的简明解析解
按照分离变量法的原则!式("2#应为一常数!仍令其为 (#

(以后各 (-均为常数#!式("2#可简化为
.!$
.$

% !
#$
%."$
.$

!#!,$&
(!3-#1+ &"$

&$
(+##

由等号右侧可得

&$!(+ (+"#
由等号左侧积分后可得

.$! ("

"#! #"#!/ (++#

最后!按常规分离变量法得到的式("#的简明解析解为

’$! ("

"#! #"#!$ %(+ (+-#

其中!! 为任意不等于 "的正数&
当 !!"时!式("2#可简化为

"!$
"$

% "
#$
%""$
"$

!#!%$&
#"%&"$

&$
(+*#

等号两侧分别积分得

’$!("%(+ () #$ (+’#
式(+-#’(+’#与加法分离变量法得到的解类似!只是常系

数略有差异! 但仍表达了应用不同方法所得到的不同解)式

(.#的形式为幂函数加常数项!是两项独立函数之和*式"+-$
的形式为幂函数与常数之积! 实质上只是一个单一的幂函
数&或者可以认为)对式""$进行分离变量法求解!当 (#!# 时!
应用加法分量变量法所得的解比常规"乘法$分离变量法所
得的解会复杂些!但这仅是特例!也存在相反情况&

可见!用常规分离变量法仍可得到幂律流体试井模型的
简明解析解& 这些解是定常的!与加法分离变量法得到的解
有相近之处&

!&’ 表达有非定常情况的简明解析解
非定常情况下!(###!式""2$为

#!#"$ %
"!$
"$

% !
#$
%""$
"$

! "!(#!%$&
"!3-$1+ &"$

&$
"+,$

等号左侧可得

"!$ % !
#$

""$#(# #"#!$ "$!# "+.$

仅当 !!-时!式"+.$能够完成积分!由此可得

"!$% -
#$
""$#(#

#+$
"$!# "+/$

积分后得

"$!("#
$ (# %"$ #"

$ % (+

$+ (# %"$ %+
#
$ (#%"$ %"

$ "+2$

式"+,$等号右侧积分得

&$!(-&
(# )$

"-#$
因此!得到式""$的另一简明解析解为

’$! ("#
$ (# %"$ #"

$ % (+

$+ (#%"$ %+
#$ (#%"$ %"
$! "%(-&

(# )$
"-"$

式"-"$既是 #$的函数!又是 )$的函数!是二元的解*既反
映了几何上的变化!又反映了时间上的非定常情况&

( 结论
本文推导了非牛顿幂律流体均质模型的显式解析解!当

!!"时!得到了牛顿流均质试井模型的解析解& 这些解!不仅
具有理论价值!还可以作为原方程的标准解来校验’判断不同
的数值计算程序的准确度’收敛性与稳定性!可以启发’改进并
优化各种数值计算技术!如差分格式’网络生成技术等4"’5&
在解析解的推导中!应用了常规分离变量法和加法分离

变量法& 并将在后续研究中继续发展加法分离变量法!力求
为各种实际问题的分析提供理论基础&

图 ’ "%#时压力曲线
)*+" ’ ,-.//0-. 10-2. 34- "%#
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中国系统工程学会将于 !"#$ 年 $% 月 !$ 日在北京召开!人&机&环境系统工程创立 ’" 周年纪念大会暨第十一届人&机&环
境系统工程大会"# 会议主题为!纪念人&机&环境系统工程创立 ’" 周年并极大推动人&机&环境系统工程研究及应用的进一步
繁荣和发展"#
征文内容$人的特性的研究%%%人的工作能力研究&环境特性的研究%%%环境检测技术的研究&人&机关系的研究%%%静态

人&机关系研究’人&环关系的研究%%%环境对人影响的研究等’人&机&环境系统总体性能的研究%%%人&机&环境系统总体数
学模型的研究&人&机&环境系统工程理论及应用研究%%%人&机&环境系统工程理论研究等#
征文截止时间$ !"$$ 年 ’ 月 ’" 日#
联系方式$北京市海淀区圆明园西路 $ 号 中国航天员科研训练中心四室($""$(’) 龙升照&电话$%$%&))’)!!*#&电子信

箱$++,-,.-/01234+#
会议网站$5556++,-,634+#
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