
基于五对角线性方程组的追赶法!给出了拟五对角线性方程组的四参数求解方法" 算法的基本思想是!将方程组的前 ! 个未
知量 !"!!!和最后 !个未知量 !"!"#!"看作参数!这 $ 个未知量正好对应于拟五对角方程组边角位置上的非零元素" 然后通过特殊的
矩阵分解将方程组解向量中的其他 "!$个未知量用 !"!!!!!"!"和 !" $ 个参数表示!从而形成标准的五对角线性方程组!可以方便地
利用求解标准五对角线性方程组的追赶法进行求解" 被看作参数的 $个未知量可以利用原方程组中的前后两个方程及中间变量求
出" 最后!将已经求出的 $个参数再代入分解矩阵形成的方程组中求得其余分量" 鉴此!本文给出了两种不同的实现方法!其主要区
别在于求解 $ 个参数的过程不同" 一种方法是将解向量的全部分量用参数线性表出!然后取出前后各 ! 个式子组成参数方程!求出
$个参数"另一种方法是将 $ 个参数作为已知量先代入第 %""!! 个方程中!整理后得到一个 "!$ 阶的方程组!解出第 %""!!个解分
量的参数表达式!再将 !%#!$#!"!%#!"!!回代到前 ! 个方程和最后 ! 个方程中组成参数方程!求出 $个参数"对于规模较大的拟五对角线
性方程组而言!这两种算法的计算量几乎一样"该算法的数值稳定性分析结果表明!系数矩阵在满足严格对角占优的条件下!该算法

是稳定的" 数值实验结果表明!两种算法的实际计算时间与算法的理论分析相符合"
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! 引言
在研究椭圆型方程边值问题!抛物型方程的边初值问题

数值解法"以及 ! 次样条插值等问题时"在利用紧致型高精
度差分格式求解流体力学方程中的对流项和黏性项时 "#$%&"经
常将问题归结为求解五对角线性方程组或拟五对角线性方

程组# 如何准确!高效地求解五对角线性方程组一直是计算
数学研究的重点之一"尤其是瞬态’时变问题"每推进一个时
间步"都需对相应的空间导数和偏导数进行数值求解$ 因此"
提高求解五对角线性方程组的算法效率"将很大地缩短整个
问题的计算时间$ 虽然五对角线性方程组的求解是一个古老
的问题"但随着计算数学在各个行业中得到越来越广泛的应
用"对该问题的求解又引起广大学者的重视$

近年来已有学者针对此问题给出了一些新的算法 "#$(&$ 文
献"(&给出五参数法求解拟五对角线性方程组"算术运算量约
为 !%%)"&$本文给出的四参数法算术运算量也约为 !%%)"&"
虽然计算量没有提高"但本算法只利用 % 个参数"算法过程
较为简单"便于编程实施$ 四参数法是在文献"!&给出的并行
求解拟三对角线性方程组算法推广到求解拟五对角线性方

程组中"因此也容易实现并行计算$

" 算法分析
拟五对角线性方程组可以写成如下的矩阵形式’

!"*# %#&
其中 $*%##" $(" (" $"&+"$!%""%*%%#" %(" (" %"&+""!&""拟五
对角矩阵 !!&"!"$ 有
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当 "#*"(*("*!"!#*!"*-时"方程组为普通五对角线性方程组$
将系数矩阵进行分裂"有

!*(."#)#)+
"!#.%*#)#."()(&)+

".%!"!#)"!#.(")"&)+
# .!")")+

(

这里"(*/012%","),"+,"(,"!,&"(!-"!"是普通的五对角矩阵")#"
)(")"!#")"为单位向量$ 原方程方程组等价于

("."#)#""!#.%*#)#."( )(&%".%!"!#)"!#.(")"&%#.!")"%(*$ %(&
设 *3 +4 ,4 -4 .!&"分别满足’

(**"#)# (+**#)#."()( (,*$
!!!!!(-*!"!#)"!#.(")" (.*!")"

%,&

则有 ".%#-.%(..%"!#*.%"+*, %%&
将 %#"%("%"!#"%"看作参数"取式%%&的第 #"(""$#""个方程"有
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解出 %#"%("%"!#"%""代入式%%&"有
%,*2,!%#.,!%( /,!%"!#0,!%"1, %,*,4 %4 (4 "!(& %5&

至此"得出求解拟五对角线性方程组的四参数解法$

# 算法过程
求解拟五对角线性方程组的四参数法的主要步骤如下$
步骤 " 用追赶法 "#&求解式%,&中的 ! 个五对角线性方程

组"即解出向量 *"+","-".!-"$

#& 对五对角矩阵 (*/012%","3,"+,"(,"!,&进行 /0 分解$ 即
计算矩阵 / 和 0"使得

(*/0
这里"/*/012%","4,"5,"-"-&"0*/012%-"-"#"6,"7,&$ 其中"
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步骤 ! 运用高斯列主元消去法求解四阶线性方程组
!($"即解出参数 (!"(%"("!!"("%
步骤 " 用式 !)$依次解出 ()"*)!(!+)!(%!)!("!!,)!(%-) !)"

’"*"#"%!%$%
算法运算量统计&乘除运算 .!%+%$’加减运算 .!%,%$(

文献-%.的五参数法运算量情况&乘除运算 .!%+%$’加减运算
.!%,%$% 两种算法的复杂度相同"但该算法思路明确"容易理
解"且更多地运用了追赶法"求解差分方程具有良好的数值
稳定性% 该算法运用了文献-(.中讨论拟三对角线性方程组并
行算法的基本思想"很方便地实现并行计算%

" 算法的改进
在上面的算法分析中"虽然以 (!"(%"(%!!"(%为参数"以其

余的 %!* 个解分量为求解对象"但在求解过程中"方程的个
数并没有减少%如果将 (!"(%"(%!!"(%分别代入到第 ’/%!% 个方
程中"即得到如下的算法 %%
代入 (!& (%& (%!!"(%"得到如下 %!*阶方程组&

/%!%""&!(!"’ #!!(%!0’#!$"*#%$!("!!!!"!’#"!($1%!%#%!*$!(%!%!%#%!* !0$

其中"$’"1234!"2"0)"32"12"!2$(4!%!*$"!%!*$!2"’"*"#"%!%$"!%"!(’"

(*"# "(%!%$5"#!"#%"#%!("#%!* 为 4 !%!*$的单位向量 " "&"!5’"5*"# "
5"!%$5%
利用追赶法分别求出 "!*阶五对角线性方程组&.

$’%’""& $’&%""’#! $’’&"0’#!$"*#%

$’(&"!"!’#"!($1"!%#"!* $’)&"!"!%#"!* !6$

其中"%’"!*!"*%"#"*"!*$
5"&%"!,!",%"#","!*$5"’&"!-!"-%"#"-"!*$5"

(&"!+!"+%"#"+"!*$5")&"!!!"!%"#"!"!*$5%
因此"对于 )"’"*"#""!%"有

()"*)!%!(!,)!%!(%-)!%!("!!+)!%!("!)!% !+$
只需将式!+$代入式!!$的前 % 个方程和最后 % 个方程中"即
可得到 (!"(%"("!!"("为未知量的 *阶方程组&
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这里"
#!!"3!!!!,!

#%!"0%!1%,!!!%,%

#’!"!"!!!""!!,"!(!0"!!,"!*

#*!"1"!"","!*

!
#
#
#
#
#
"
#
#
#
#
#
$

#!%"1!!!!-!

#%%"3%!1%-!!!%-%

#’%"!""!!-"!(!0"!!-"!*

#*%"!"!""-"!*

!
#
#
#
#
#
"
#
#
#
#
#
$

#!’""!!!!+!
#%’"!1%+!!!%+%

#’’"3"!!!""!!+"!(!0"!!+"!*
#*’"0"!""+"!*

!
#
#
#
#
#
"
#
#
#
#
#
$

#!*"0!!!!!!
#%*""%!1% !!!!% !%
#’*"1"!!!""!!!"!(!0"!!!"!*
#**"3"!""!"!*

!
#
#
#
#
#
"
#
#
#
#
#
$

$!"5!!!!*!

$%"5%!1%*!!!%*%

$’"5"!!!""!!*"!(!0"!!*"!*

$*"5"!""*"!*

!
#
#
#
#
#
"
#
#
#
#
#
$

当 " 充分大时"改进后的算法运算复杂性与未改进前没
有区别% 但当 " 较小时"将 " 阶方程组分成一个 "7* 阶和一
个 *阶的方程组求解"对于手算而言较为方便%

# 算法的数值稳定性
算法的主要运算源于五对角线性方程组的追赶法"因此

算法的数值稳定性条件就是追赶法的稳定性条件% 关于追赶
法的数值稳定性"给出下列两个结论%

定理 $ 如果 $"1234!")"0)"3)"1)"!)$是严格对角占优的"
则 *"1234!,","!"$)"6)$也是严格对角占优的%
证明 因 3! 8 1! $ !! "7!"3!" 则 $! $ 6! "! 1! $

!! $# 3! 9!%
因 3% 8 0% $ 1% $ !% "8%"0%"7%"3%!8%$!" 则 $% $ 6% 9!%

这是因 $% $ 6% " 1%!8%6! $ !%

7%
0 1% $ 0% 6! $ !%

3% ! 0% $!
9

3% ! 0% $ 0% 6!

3% ! 0% $!
9 3% ! 0% $!

3% ! 0% $!
"!%

下面用数学归纳法证明 $2 $ 62 9! !2"’"*"#""!%$%
首先" 由 3’ 8 "’ $ 0’ $ 1’ $ !’ "8’"0’!"’$!"7’"3’!

"’6!!8’$%"可以推导出&

$’ $ 6’ " 1’!8’6% $ !’

7’
0 1’ $ 8’ 6% $ !’

3’ ! "’ 6! ! 8’ $%

0 1’ $ 0’ 6% $ "’ $! 6% $ !’

3’ ! "’ 6! ! 0’ $% ! "’ $! $%

9 3’ ! 0’ ! "’ $ 0’ 6% $ "’ $! 6%

3’ ! "’ 6! ! 0’ $% ! "’ $! $%

9 3’ ! 0’ $% ! "’ $ "’ $! ! "’ $! $%

3’ ! "’ 6! ! 0’ $% ! "’ $! $%

9 3’ ! 0’ $% ! "’ 6! ! "’ $! $%

3’ ! "’ 6! ! 0’ $% ! "’ $! $%
"!

归纳假设对于 ’920"!%"有 $2!! $ 62!! 9!"则

$2 9 62 " 12!8262!! $ !2

#2
0 12 $ 82 62!! $ !2

32 ! "2 62!% ! 82 $2!!

0 12 $ 02 62!! $ "2 $2!% 62!! $ !2

32 ! "2 62!% ! 02 $2!! ! "2 $2!% $2!!

9 32 ! 02 ! "2 $ 02 62!! $ "2 $2!% 62!!

32 ! "2 62!% ! 02 $2!! ! "2 $2!% $2!!

9 32 ! 02 $2!! ! "2 $ "2 $2!% ! "2 $2!% $2!!

32 ! "2 62!% ! 02 $2!! ! " 2 $2!% $2!!

9 32 ! 02 $2!! ! "2 62!% ! "2 $2!% $2!!

32 ! "2 62!% ! 02 $2!! ! "2 $2!% $2!!
"!

最后"

$%!! 0 1%!! $ 8%!! 6%!%

#%!!

0 1%!! $ 0%!! 6%!% $ "%!! $%!’ 6%!%

3%!! ! "%!! 6%!’ ! 0%!! $%!% ! "%!! $%!’ $%!%
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! !"!" ! !"!" ! #"!" # #"!" $"!$ # !"!" %"!% $"!$
!"!" ! !"!" $"!% ! #"!" %"!$ ! !"!" %"!% %"!$

! !"!" ! #"!" %"!$ ! !"!" $"!% ! !"!" %"!% %"!$

!"!" ! !"!" $"!% ! #"!" %"!$ ! !"!" %"!% %"!$
&"

证毕!
定理 ! 如果 !&’()*"!&##&#!&#’&#"&$是严格对角占优且

!& # #& ! !& +$"&&%#,#%#"$#则 "&’()*"!&#(&#)&#-#-$满
足 (& ! )& !

证明 当 &&$ 时#($&#$#! 是严格对角占优的#故有 ($ !
)$ ! 对于 &&%#,#%#"#由定理条件假设和定理 " 结论#有

(& * #&!!&%&!$ ! #& # !& "&&%#,#%#"$
从而有

)& ! (& * !&!!&$&!$!(&%&!" ! #&!!&%&!$

" !& ! !& " $&!$ # %&!$ $! (& %&!" ! #&
由定理 "知#对于 &&%#,#%#"# $&!$ # %&!$ !"# %&!" !"! 注意
到 !& # #& ! !& +$和 (& & #&!!&%&!$ ! #& # !& #得出

)& ! (& . !& ! !& ! (& ! #& . !& !$" !& # #& $"-
证毕!

" 数值实验
利用紧致差分格式对一阶导数进行差分离散#一般可以

写成如下形式 /%0,1&

"+ "&!$ #!+ "&!" #+ "&#!+ "&#" #"+ "&#$ &’ +&#%!+&!%2$ #! +&#$!+&!$,$ ## +&#"!+&!"$$
当系数 "&"+$-#!&"+$##&"3+"$#!&"-"+"4-#’&"+"-- 时#精度可
达 "- 阶!
例 设函数 +",$&5(6,#等距剖分区间/-#$!1&$&$!+"#,&&

&$ "&&-#"#$#%7 "$!对应函数值为 +&&+",&$"&&-#"#$#%#"$!利
用紧致差分格式计算导函数值 + "&&+ "",&$"&&-#"#$#%#"$!
显然#存在周期性边界条件& +&&+"#& "&&!$#!"#-#"#$#%$#

+ "&&+ ""-& "&&!"#-#"#$$#从而差分方程写为
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其中#.&&’ +&#%!+&!%2$ #! +&#$!+&!$,$ ## +&#"!+&!"$$
"&&"#$#%#"$!

同时#用上述两个算法分别计算此算例! 数值试验平台
是曙光天阔 842-9 工作站"96:;< =;>?6 $@%%ABC DEF#,AG 内
存$# 操作系统为 8(6’?H5 I;>J;> $--%# 使用 K?>:>)6语言编
程#数据类型为双精度浮点型! 计算结果如表 " 所示!
根据算法对不同阶数的方程组求解所用的时间#也充分

说明了算法的计算时间与方程组阶数 " 是线性的关系#与理
论分析的算术计算量 /",L"$完全吻合!

# 结论
拟五对角线性方程组是科学与工程计算中的一个常见

问题# 通常采用传统的高斯消元法或迭代算法进行求解#针
对五对角线性方程组的特点设计的专门算法还不是很多! 本
文给出了求解拟五对角线性方程组的四参数法#同时对算法
的数值稳定性进行了较详细的分析论证! 在求解拟五对角线
性方程组时#总的算数运算量为 /",L"$! 数值试验结果也表
明#对于百万阶的拟五对角线性方程组#本算法都可以在几
秒内给出准确结果! 还需要指出的是#该算法基本思想是并
行求解三对角线性方程组算法的推广! 因此#极容易转换成
并行算法#实现五对角或拟五对角线性方程组的并行计算!
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表 + 拟五对角方程组的求解时间
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方程组阶数+"-2 " $ , 2
算法 " 时间 9"+5
算法 $ 时间 9$+5
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本期推理小游戏答案

聪明的俘虏回答#我来这里是为了服毒死去$ 听了
俘虏的回答%执法官顿时傻了眼%不知道如何是好$因为
如果真的毒死这个俘虏% 那么这个俘虏说的是真话%而
说了真话是要被烧死的$ 可是如果把这人烧死%那他的
话就是假话%而说假话的是要被毒死的$ 执法官不好处
理%只好上报国王判决$ 国王苦思冥想了半天也没想出
办法%最后只好把这个俘虏放了$
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