
! 引言
响应面方法!!"#$%&#’ #(!)*+, -,./%0%1%23"是一种常用的

优化算法#是数学方法和统计方法相结合的产物#可以对受多
个变量影响的响应问题进行建模和分析# 并优化该响应值 456$
响应面法综合运用了多项式拟合 %7*+89:.’;<:,##1,! 法和重

点抽样 =>?.,;@*!1>法#并与有限元方法相结合#在求解问题
的能力%算法的精度%效率等方面具有优越性#可在大型复杂
工程结构可靠性分析中推广应用 4A6#如 B(0C,&, 等 4D6运用移动

最小二乘法建立的响应面进行形状优化$ 工程实际应用时#
常要将实体实验或数值实验获得的数据点进行拟合#得到响

为了满足实际工程问题中响应函数与样本值最大距离极小化的需求!本文提出一种新的响应面函数的拟合方法" 该方法将样

本点的响应面函数拟合问题转换为求解一类线性规划问题" 建立数学模型!采用数值方法拟合出一次和二次响应面函数的表达式"

通过多个数值算例!与 "#$ 函数法实现最大差值极小化拟合的响应面函数结果以及最小二乘法拟合响应面结果进行比较!本文方
法均得到较小的最大离差值!结果表明该方法的可行性和有效性!丰富了响应面的构造方法"

响应面方法#最大差值极小化#线性规划#响应面函数拟合
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应面函数! 响应面函数的形式将影响响应面方法的精度 !"#"
$%&’( 和 )*%+,!-#提出了不含交叉项的二次加权响应面!该响应
面在设计点处有较好近似!但由于没有加入交叉项!精度降
低#./(%+和 0+1!2#提出了使用高阶极限状态方程的响应面!但
由于实际情况下的极限状态方程阶次未知!采用高阶形式可
能会导致结果完全错误"
能否为响应面方法提出更多的构造途径!从而丰富响应

面理论和方法的研究!同时为工程增加更广泛的选择呢$ 现
有的响应面方法通常采用最小二乘法!即拟合值与样本值在
各点的残差平方和最小确定响应系数" 文献!3#通过精确映射
反演方法!给出了处理最大值极小问题的统一方法" 本文借
助精确映射反演方法!建立了数学模型 !将样本点的响应面
函数拟合问题转换为求解一类线性规划问题!采用数值方法
研究了一次响应面函数和二次带交叉项响应面函数的拟合

问题" 通过多个数值算例进行比较!结果发现!本文方法实现
的最大离差值极小化与利用 450 函数法的结果一致!最大离
差值较最小二乘法得到的结果更小!表明了该方法的可行性
与有效性!丰富了响应面的构造方法"

! 最大差值极小化一次响应面函数的拟合
!"! 最大差值极小化一次拟合响应面函数原理
响应面方法是一种统计方法!其基本思想是用一个具有

明确表达形式的多项式近似表达隐藏的功能函数!从而寻找
到输入变量值的变异或者不确定性之后的最佳响应值" 在某
点附近构造响应面函数!采用一次响应面函数逼近原函数"
对于未知函数 !%"&!!!#$!采用无穷模构造响应面"取 %

个样本点 !%&&!样本值为 !%&&6!%!%&&&%&67!8!’!%&!%"$97" 令
!!#$97!线性响应面函数取为

!#%!: !&6!79
$

’67
$!’97"’ %7&

样本最大离差值可表示为

"6;’<
& !#%!%&&: !&!!%&& %8&

建立使得样本最大离差值极小化的数学模型!其形式为
求 "!#7: !!#$97

使 "%;+(
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式%?&可化为
求 "!#7: !!#$97

使 "%;+(
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$
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为了使线性规划的变量非负化!引入

!’6#’!$’ %#’">!$’">#’67!8!(!$97& %-&
将式%-&代入式%@&!得
求 "!#7!#’!$’!#$97

使 "%;+(

,= !"!#79$7!
$
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!"9#7!$79
$

’67
$#’97"%&&’ !

$

’67
$$’97"%&&’ &!%&&

""> %&67!8!(!%

’
)
)
)
)
)
)
)
)
)
))
,
)
)
)
)
)
)
)
)
)
))
* &

%A&

将模型%A&中的两个约束条件写成分表达式的形式)
!"!#7!#8"%7&7 !(!#$97"%7&$ 9$79$8"%7&7 9(9$$97"%7&$ &!!%7&

!"!#7!#8"%8&7 !(!#$97"%8&$ 9$79$8"%8&7 9(9$$97"%8&$ &!!%8&
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!")#79#8"%8&7 9(9#$97"%8&$ !$7!$8"%8&7 !(!$$97 "%8&$ &!%8&

(

!"9#79#8"%%&7 9(9#$97"%%&$ !$7!$8"%%&7 !(!$$97"%%&$ &!%%

’
)
)
)
)
)
,
)
)
)
)
)
*

&

%B&

将式%3&和式%B&写成矩阵的形式)
!7 !7 !"%7&7 ( !"%7&$ 7 "%7&7 ( "%7&$
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令 "6!7 7 ( 7#D%"7!#6

"%7&7 ( "%7&$
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!矩阵%C&可以简写为

&$&% %7>&
模型%2&转化为线性规划形式)
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图 ! 算例 !中 "种方法拟合结果的比较
#$%& ! ’()*+,$-(. (/ /$0012 ,1-340- 56 07,11 ,1-*(.-1

-3,/+81 )107(2- $. 19+)*41 !

求 !!!!!"!#!!""!

使 !"#$%
&’ !"##
!!!!!#$

%
’
’
’
’
’
&
’
’
’
’
’
( (

"!!#

求待定系数 !!"!!$!"""!!$!!$!$""!!共有 )""*个未知量%

:&! 最大差值极小化拟合一次响应面函数的算例
算例 : 一次响应面!! 个因素!!( 个样本点% 样本点及

样本值如表 ! 所示%
经过本文最大差值极小化方法运算!拟合的函数表达式为

$+!,-).*/(0)123)3-4%! &!)#

表 : 算例 : 样本点和样本值基本数据
;+541 : <+)*41 *($.0- +.2 5+-$8 2+0+ (/ -+)*41 =+431- $. 19+)*41 :

样本点序号 ! ) * 2 . 3 / 5 - !4
样本点

样本值

41)
21)

!1)
31/

)1*
!41.

*1!
!!14

21*
!)14

.1!
!)1.

.1-
!.1)

/1!
!31.

51*
).14

-14
)/14

利用 678 函数法实现最大差值极小化拟合 95:的函数表达式为

$+!,-.330),2.-*%! &!*#
利用最小二乘法拟合的函数表达式为

$+*,)!./0),**)!%! &!2#
算例 ! 中各方法拟合得到的函数表达式的比较如图 !

所示!各拟合方法的最小的最大离差值比较如表 )所示%表 )
中!第 2!.!3 列对应样本点的行减去相应的样本值!得到差值
的绝对值!从中找出各自差值绝对值的最大值!该值即为最
小的最大离差值!取 * 个最大值中最小的为基准值!其他最
大值与基准值的差值的绝对值与基准值的比值为相对误差%
可以看出!采用本文方法’678函数方法和最小二乘法拟合结
果非常相似!但是本文方法最大样本离差值最小 !更能满足
工程要求%

算例 ! 一次响应面!) 个因素!.个样本点%样本点及样
本值如表 * 所示%
利用本文方法拟合的函数表达式为

$+!4,!.44440),444444%!0*,444444%) &!.(
利用 678 函数法实现最大差值极小化拟合 95:的函数表达式为

$+!4,!.4!*0),444444%!0*,444!%) &!3#
通过最小二乘法拟合的函数表达式为

$+!4,!..).0),44!-%!0*,442%) &!/#
算例 ) 中各方法拟合的响应面函数的比较如图 ) 所示!

从中可以看出!本文方法’678 函数方法和最小二乘法的拟合

图 : 算例 : 中 " 种方法拟合结果比较
#$%& : ’()*+,$-(. (/ /$0012 ,1-340- (/ 071 07,11 ,1-*(.-1

-3,/+81 )107(2- $. 19+)*41 :

表 ! 算例 :中 "种方法的最小的最大离差值比较
;+541 ! ’()*+,$-(. (/ ,1-340- (/ )$.$)$>$.% 071 )+9$)3)

2$//1,1.81 56 07,11 )107(2- $. 19+)*41 :

序号 样本点 样本值
最小二乘

法响应值

678 函数
法响应值

本文方法

响应值

!
)
*
2
.
3
/
5
-
!4

4,)
!,)
),*
*,!
2,*
.,!
.,-
/,!
5,*
-,4

2,)
3,/

!4,.
!!,4
!),4
!),.
!.,)
!3,.
).,4
)/,4

*,35)!
3,4!2)
5,./-.

!4,22.)
!*,)2*/
!.,!4-2
!3,-/.!
!-,//*3
)),./)!
)2,)423

),225.
2,-4/5
/,3!*4
-,.542

!),.*!3
!2,2--4
!3,233.
!-,2!/3
)),*355
)2,4-4*

),2!/-
2,5543
/,.5-3
-,..-/

!),.!2-
!2,25.!
!3,2..)
!-,2!4.
)),*3./
)2,45-3

最小的最大离差值

最小的最大离差值相对误差

*,)/*3
4,!)25

),-!/3
4,44)2

),-!4.
4

表 " 算例 ! 样本点及样本值基本数据
;+541 " <+)*41 *($.0- +.2 5+-$8 2+0+ (/ -+)*41

=+431- $. 19+)*41 !

样本点序号 ! ) * 2 .

样本点
%!

%)

!,!
!,4

!,4
),!

),!
),4

*,4
!,!

*,!
),4

样本值 & .,! 5,! !4,! -,! !),!
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序号 样本点 样本值
最小二乘

法响应值

!"# 函数
法响应值

本文方法

响应值

$
%
&
’
(

()*
+)*

*,)*
-)*

*%)*

(),(,+
+)*((*

*,),(./
-)*(’+

*%),(+.

(),(
+)*(

*,),(
-)*(

*%),(

(),(
+)*(,*

*,),(,*
-)*(

*%),(,*
最小的最大离差值

最小的最大离差值相对误差

,),((*
,)*,%

,),(,*
,),,%

,),(
,

*)*
*),
%)*
&),
&)*

*),
%)*
%),
*)*
%),

结果大致一样! 各拟合方法最小的最大离差值比较如表 ’ 所
示" 本文方法拟合得到最大样本离差值最小"!"# 函数法拟
合结果次小"最小二乘法拟合结果最大! 本文最大差值极小
化方法拟合响应面更能满足工程要求!

! 最大差值极小化二次响应面函数的拟合
!"# 最大差值极小化拟合二次响应面函数原理
为了使获得的响应面在某点附近比一次响应面更好地

逼近原函数" 采用二次响应面函数逼近! 假设对于任意 !!
!""真实的响应函数为 #$%#&$"则近似的二次函数为

%"#!0 !$1!*2
’

(1*
#!(2*&(2

’

(1*
#

’

)1(
#!() &(&) #*+$

其中"!* 为常数项待定系数"!(2* 为一次项待定系数"!() 为二

次项待定系数% 为了区分完全二次项和交叉二次项"式&*+$
写成如下形式’

%"&!0 !$1!*2
’

(1*
#!(2*&(2

’

(1*
#"( &%(2

’3*

(1*
#

’

)1(2*
#!() &( &) &*-$

为了拟合方便"通过变量代换将近似的二次函数转化为
增维的线性形式% 做如下变量代换’

&,1*
&*1&*" &%1&%" (" &’1&’

&’2*1&%*" &’2%1&%
%" )" &%’1&%

’

&%’2*1&*&%"&%’2%1&*&&"*"&’&’2&$4%1&’!*&’

$
&
&
&
&
&
%
&
&
&
&
&
’

&%,$

#*1!*

#%1!%"#&1!&*"#’1!’

#’2*1!’2*"#’2%1"*"*"#%’1"’!*

#%’2*1"’"#%’2%1!*%"*"#’&’2&$4%2*1!&’!*$’

$
&
&
&
&
&
%
&
&
&
&
&
’

&%*$

将式&%,$+式&%*$代入式&*-$"增维的线性形式为

%"&!0 "$1#*2
*

(1*
##(2*&( &%%$

其中"#(为待定系数,&(的个数 * 视近似函数的形式而定"*1
’&’2&$4%%
为了使线性规划的变量非负化"由此再引入

#(1$(!%( &$((,"%((,,(1*"%"*"*2*$ &%&$

令 &1567
"

%"&!&"$0 "$!%&"$ )589"构造模型如下’

求 &!!*"$("%(!!’2*

使 &)589

:; !&!$*2%*!
’

(1*
#$(2*&&"$( 2

’

(1*
#%(2*&&"$( *!%&"$

!&2$*!%*2
’

(1*
#$(2*&&"$( !

’

(1*
#%(2*&&"$( *%&"$

&(, &"1*"%"*"+

$
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&&
%
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&&
’ $

&%’$

将上述模型约束展开"有

!&!$*!$%&&*$* !*!$’2*&&*$’ 2%*2%%&&*$* 2*2%’2*&&*$’ *!%&*$

!&!$*!$%&&%$* !*!$’2*&&%$’ 2%*2%%&&%$* 2*2%’2*&&%$’ *!%&%$

*
!&!$*!$%&&+$* !*!$’2*&&+$’ 2%*2%%&&+$* 2*2%’2*&&+$’ *!%&+$
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!&2$*2$%&&*$* 2*2$’2*&&*$’ !%*!%%&&*$* !*!%’2*&&*$’*%&*$

!&2$*2$%&&%$* 2*2$’2*&&%$’ !%*!%%&&%$* !*!%’2*&&%$’ *%&%$
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&
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’

&%.$

写成矩阵形式为

!* !* !&&*$* * !&&*$’ * &&*$* * &&*$’

!* !* !&&%$* * !&&%$’ * &&%$* * &&%$’
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!"! 最大差值极小化拟合二次响应面函数的算例

算例 $ 二次响应面"*个因素"- 个样本点!样本点及样

本值如表 ( 所示!

经过计算"本文方法拟合的函数表达式为

#1*)&,*(-,2%)’%,.&,&*3,)/,.&’-&%* &%+$

利用 !3# 函数法实现最大差值极小化拟合 <+=的函数表达式为

#1*)&%.2%)’*/&*3,)/,++&%
* &%-$

利用最小二乘法拟合的函数表达式为

表 % 算例 ! 中 $ 种方法的最小的最大离差值比较
&’()* % +,-.’/01,2 ,3 /*14)51 ,3 -020-06027 58* -’90-4-

:033*/*2;* (< 58/** -*58,:1 02 *9’-.)* !
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!!"#"$$%"#&&’"$()#*’+*""
$ !&)"

算例 &中各方法拟合的响应面函数的比较如图 & 所示#
从图中可以看出#本文方法$,(-函数方法和最小二乘法拟合
的结果非常接近% 各拟合方法最小的最大离差值比较如表 +
所示#本文方法拟合得到最大样本离差值最小#,(-函数法拟
合的最大样本离差值与本文方法很接近#而最小二乘法拟合
的最大样本离差值最大%
算例 ! 二次响应面#"个因素#. 个样本点%样本点及样

本值如表 *所示%
利用本文方法计算拟合的曲面形状如图 /所示#拟合函

数表达式为

!!$0//’&+%10..."""12"0*’"&.""%10)1&+1""1%
)0&&)*"""

"2)0++"&)"1"" !&1"
利用 ,2-函数法实现最大差值极小化拟合 3’4的函数表达式为

表 " 算例 #样本点及样本值基本数据
$%&’( " )%*+’( +,-./0 %.1 &%0-2 1%/% ,3 0%*+’(

4%’5(0 -. (6%*+’( #

样本点

序号
1 " & / 5 + * ’ .

样本点

样本值 #
2/0)

21*0)
2&0)

2150)
2"0)
2+0)

210)
210&

)0)
10)

10)
50)

"0)
+0)

&0)
&0)

/0)
2&0) 图 # 算例 # 中 # 种方法拟合结果比较

7-89 # :,*+%;-0,. ,3 3-//(1 ;(05’/0 ,3 /<( /<;((
;(0+,.0( 05;3%2( *(/<,10 -. (6%*+’( #

表 = 算例 # 中 # 种方法最小的最大离差值比较
$%&’( = :,*+%;-0,. ,3 ;(05’/0 ,3 *-.-*->-.8 /<( *%6-*5* 1-33(;(.2( &? /<;(( *(/<,10 -. (6%*+’( #

序号 样本点 样本值 最小二乘法响应值 ,2-函数法响应值 本文方法响应值

1
"
&
/
5
+
*
’
.

2/
2&
2"
21
)
1
"
&
/

21*0)
2150)
2+0)
210&
10)
50)
+0)
&0)

2&0)

21.0*"’"
2110’’&&
250+11’
2)0.1&*
"0"11)
&0*+"&
&0*/)"
"01//*

210)"/"

21.0+’"’
21"0&)/"
2+0&/&"
210*..’
10&"+)
&0)&/"
&0&"/’
"01.*’

2)0&/+’

21.0+’"5
21"0&1*/
2+0&+51
210’"5/
10&)1+
&0)15.
&0&1*5
"0")+&

2)0&1*5
最小的最大离差值

最小的最大离差值相对误差

&011+*
)01+1’

"0+.5’
)0))/.

"0+’"+
)

!!10//’11%10...+*"12"0*’")/""%10)1&+/""
1 %

)0&&)5.""
"2)0++"/+"1"" !&""

通过最小二乘法拟合的函数表达式为

!!10)+*&"%"0&1)5)"12"0**/5+""%)0.&1.)""
1 %

)05’"’)""
" 2)0/+&*1"1"" !&&"

图 5给出了各方法拟合的响应面函数的比较结果#从图
中可以看出#本文方法$,2- 函数方法和最小二乘法拟合结果
非常接近% 各拟合方法最小的最大离差值比较如表 ’ 所示#
本文方法拟合得到最大样本离差值最小#,2- 函数法拟合的
最大样本离差值跟本文方法很接近#而最小二乘法拟合的最

大样本离差值最大%

# 结论
本文采用线性规划问题的求解方法#对最大差值极小化

方法的响应面拟合方法进行了研究#拟合出一次和二次响应
面函数的表达式% 该方法既适用于一次多变量响应面函数的
确定#也适用于二次多变量响应面函数的确定#通过算例与

,2-函数法以及最小二乘法的拟合结果进行比较# 表明本文
方法获得的响应面函数能够达到很好的精度#同时也提高了
工程实际中求解复杂模型的计算效率#为响应面函数的构造

表 @ 算例 ! 样本点及样本值基本数据
$%&’( @ )%*+’( +,-./0 %.1 &%0-2 1%/% ,3 0%*+’( 4%’5(0 -. (6%*+’( !

样本点序号 1 " & / 5 + * ’ .

样本点
"1

""

)01
)01

101
210)

"0)
2"01

&01
2&01

/01
2/01

/0.
10)

210)5
"0)

2"01
&01

2&0"
/0/

样本值 # 10) ’0& ")0) &50’ 550" &)0& 2"0’ 10) ’05
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图 ! 算例 ! 本文方法拟合结果
"#$% ! "#&&’( )’*+,&* -. &/’ 0’&/1( +*’( #2 &/#*

343’) #2 ’5403,’ !

序

号
样本点 样本值

最小二

乘法响

!"#函数
法响应值

本文方法

响应值

$
%
&
’
(
)
*
+
,

$-.
+-&

%.-.
&(-+
((-%
&.-&
/%0+
10.
+0(

10.&1’
+0).&,
1,0*).%
&(0+’&(
((01*&1
&.0%,,+
"%0(*(’
.0&’&&
+0+%.’

10&*),
+0*1()

1,0(+’’
&(0(((1
(’0*+’’
%,0++’’
"%0&+’’
.0(+’’
+0,1()

10&*)*
+0*1()
1,0(+’(
&(0(((*
(’0*+()
%,0++)(
"%0&+’)
.0(+’%
+0,1((

最小的最大离差值

最小的最大离差值相对误差

.0)()*

.0(+.1
.0’1(+

.0...’+1%&
.0’1()
.

.01
101
%0.
&01
’01
’0,

"10.(
"%01
"&0%

.01
"10.
"%01
"&01
"’01
10.
%0.
&01
’0’

提供了新的方法和途径!
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