
! 引言
时滞动力系统指存在时间滞后的系统!即当前发展趋势

明显地依赖于过去历史状况的系统" 时滞产生的根源在于自
然界# 工程技术和社会生活中普遍存在的信号有线传输时
间#转换速度和记忆效应等" 例如!远距离通讯信号传递过程
中的信号传播时间# 控制系统中信号反馈存在的时间差等"

在工程技术中的许多领域!如机械 !"#$%#保密通讯 !&#’%#控制 !(#)%等

领域!时滞动力系统得到广泛应用" 在对时滞动力系统的研
究中!近年来的研究结果表明!时滞的出现可以引起平衡点
失稳!导致多个同级分岔!多级分岔!从而使系统呈现多吸引
子共存 !"#*+(+,#)%#吸引域分形 !(%和混沌 !)%等复杂的动力学现象" 多
吸引子共存是时滞非线性系统的重要现象之一!如数学中的

对时滞线性位移反馈引起的一类单自由度非线性自激振动系统的复杂动力学行为进行研究! 所考虑的数学模型为 ()& *+,
-./0"#$$%&’振子系统加入线性时滞位移反馈而得到的时滞 "#$$%&’方程! 定性分析了时滞引起的系统 1.2$ 分岔"并通过定量研究
发现时滞可引起系统的混沌运动与多种概周期运动共存现象!通过 3阶 4#&’+05#66)法和 7.&6+ 8),/.方法"划分了不同时滞量下
的时滞系统的概周期吸引子和混沌吸引子及其吸引域" 发现系统各吸引子吸引域的边界均光滑而不分形" 尽管系统出现了混沌运

动! 研究结果对进一步研究混沌运动机制存在着潜在的应用价值!

时滞反馈#概周期解#混沌#吸引子#吸引域
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解不唯一!联想记忆神经网络的多种样本存储模式!都可以
用多解进行解释"
自激振动在工程科技领域具有非常广泛的应用!许多力

学与数学工作者都对此做过深入研究 !"#$%&#’(!特别是对单自由
度自激振动非线性系统施加一些特殊形式的反馈控制!研究
时滞反馈对典型单自由度自激振动系统的控制作用 !&#’(" 文献

!$(利用多尺度法研究了单自由度自治时滞非线性系统的动
力学行为! 发现系统随时滞的变化会发生次临界 )*+,分岔!
从而产生多稳态解共存现象" 随着时滞量的增大!系统甚至
出现多达 - 个周期吸引子共存!且各吸引子的吸引域边界为
不稳定周期解的稳定流形" 文献!&(利用多尺度法给出了如何
确定一个单自由度自治时滞系统的分岔解的稳定性和振幅"

文献!.(基于数值方法研究了强非线性时滞系统中存在的多
稳态解" 本文在这些研究结果基础上!以一般形式的 /01 234
5*6#78,,91:方程

!!!#!""!$$!# ;#$
<!;$!=>< #"$

为研究对象!对该系统引入线性时滞位移反馈

!! !#%""!$$!$;#$
<!;&!=>"!!##"’$!!( #$$

其中!’ 为时滞量!" 为反馈增益系数! 研究线性位移反馈引
起的一类 /01 234 5*6#78,,91: 系统的复杂吸引子及多吸引子
共存等复杂动力学行为%
在研究系统动力学时!人们除了对吸引子外!也会对吸

引子所对应的吸引域的形状发生兴趣!特别是当系统出现多
吸引子共存现象&在参数空间同一点有多个稳定的稳态解$时!
因为不同的初始条件可能会收敛到不同的吸引子! 每个吸引
子在初始空间都有各自的吸引域% 只有研究了系统吸引子和
吸引域的结构!系统的全局动力学行为才算真正被了解 !&(%本文
分析了时滞所引起的系统平衡点稳定性切换!并进一步研究
时滞所引起的系统&"$的多个复杂吸引子共存现象及其吸引
域问题!研究结果对进一步认识混沌运动及研究混沌运动机
制有着潜在的应用价值%

! 时滞引起的平衡点稳定性切换
当 ’>< 时!系统&"$为无时滞的一个 /01 234 5*6#78,,91:

方程! 若系统参数 %?<% "!<% &@<! 系统为单平衡点稳定系
统!其动力学行为简单 !"(%以下令 %?<!讨论时滞位移反馈对一
个平衡点稳定的系统动力学行为的影响%
系统&$$对应的线性系统的特征方程为

($!%(;&#$
< ;"$>"3!(’ &=$

令 (>$%#9!其中!$!#为实数% 当 $>< 时!由式&=$!得到系统
&$$发生 )*+, 分岔的必要条件’

&#$
< ;%$!#$>"A*B#’

%#>"B91#" ’
&C$

假设 &为&%’ "$的集合!
&>D&%’ "$"$";#$

< @<% $#$
< ;$"!%$@<%

&$"!$%#<!%$$&$";$%#<!%$$@<E &-$

则当&%’ "$#& 时!式&C$有两不相等的正根 #;@#!@<% 根据
)*+, 分岔定理!此时系统&$$发生 )*+, 分岔的时滞 ’的临界
值为
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%?< 和 ’>< 时!系统&$$的平衡点是稳定的!而当时滞 ’
从 <增大到第一个临界值之前!系统&$$的平衡点始终保持稳
定性% 对于 %?< 和 %@< 的情况!当时滞 ’达到临界值 ’;时!特

征方程&=$出现纯虚特征根!系统将产生 )*+, 分岔!平衡点稳
定性切换的临界时滞量为 ’!和 ’;! 其中 ’!&($@’;&($&(><!"!$!
($% 则当 <?’?’;&<$或 ’!&($?’)’;&(;"$时!系统&$$平衡点稳
定% 在临界时滞 ’;&($和 ’!&($处平衡点发生 )*+, 分岔%
本文对系统&$$的各参数取值为

%>!<F<" $>" ">< #<>" ">" &G$
因此系统&"$的平衡点稳定%同时根据式&G$!时滞的增大会使
得系统&"$平衡点发生 )*+,分岔产生周期运动% 而多解性正
是时滞方程的一个特点!因此伴随时滞量的增大!系统会出

现多周期解% 对周期解的个数和稳定性研究见文献 !$(和!.(%
如系统参数取式&G$的值!当 ’>$ 时!系统&$$有 - 个周期解!
其中 = 个是稳定的!$个是不稳定的 !.(%当周期运动失稳时!系

统&"$动力学行为的变化有两种可能’一是周期运动振幅趋
于无穷!无界解导致破坏)二是产生复杂运动!如倍周期运

动*概周期运动*混沌等 !’(%

" 时滞诱发的系统多复杂吸引子共存
通过数值仿真! 研究系统参数 "!#<!%!$ 和 " 取值为式

&G$时!系统平衡点发生 )*+, 分岔后时滞引起的系统的复杂
动力学行为% 在运用 C阶 H81:3#I8JJ0 法数值模拟时!取固定
积分步长为 <F<"!得到系统&"$的数值解% 由于所研究系统为
时滞位移反馈控制系统!可认为当 *?< 时!系统无信号返回!
因此设系统初始条件为

!&*$><F< !$ &*$><F< &!’-*?<$ &.$
运用 5*91A04$截面 !’>< 判断系统的复杂运动% 不同时滞量下
系统运动的 5*91A04$ 截面如图 " 和图 $ 所示% 由图 " 知!’>
-F- 时!不同的初始条件则会导致不同的吸引子!由 5*91A04$
截面图判断!系统存在 G个吸引子均为概周期吸引子% 当 ’>&
时系统动力学行为又发生了定性的改变!时滞的进一步增大

使得系统概周期环面破裂走向混沌&图 "&0$和图 $&0$$!出现
了混沌吸引子&图 $&0$$与 & 个概周期吸引子&图 $&K$L$&:$$
共存现象%

# 复杂吸引子的吸引域
对于多吸引子运动!不同的初始条件将会导致不同的运

动!这就有必要划分各吸引子的吸引域% 根据式&.$!时滞反
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馈系统的吸引域问题就转化为 !!"时刻的 "!""!"! !""两维平

面上# 给定初值取值范围为!#"!"!""!$%$!&’!"! !%"!&’$

初值点个数为 ()%"*("# 系统!+"!!’,’ 和 !!* 时的吸引域通
过点映射方法绘制$分别如图 &!-"和 &!."所示$其中图 &!-"

图 ! !"#$%时不同初始值对应的吸引子的 &’()*+,! 截面图
-(.$ / &’()*+,! 0+12 ’3 4(335,5)6 +66,+*6’,2 ()47*54 89 4(335,5)6 ()(6(+: *’)4(6(’)2 ;<5) !"#=%

图 > !"?=@ 时不同初始值对应的吸引子的 &’()*+,5截面图
-(.$ > &’()*+,! 0+12 ’3 4(335,5)6 +66,+*6’,2 ()47*54 89 4(335,5)6 ()(6(+: *’)4(6(’)2 ;<5) !"?$A

图 B 系统!C"不同吸引子的吸引域
-(.$ B D+2()2 ’3 +66,+*6’, ’3 4(335,5)6 +66,+*6’,2 () 6<5 292650 !>"
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中吸引域从内到外分别对应图 !!""#!!$"中各概周期吸引子
的吸引域#图 %!&"中吸引域从内到外分别对应图 ’!""#(!$"
中各吸引子的吸引域$ 由图 % 可知#吸引域的边界光滑而不
分形#特别是#混沌吸引子的吸引域边界也呈光滑的椭圆形

!图 %!&""$ 吸引域边界常常为不稳定解的稳定流形#因此可
以预测#当 !)*+*和 !), 时#系统!!"不仅存在 - 个吸引子#还
存在 ,个不稳定的周期解$ 由于当 !).时系统!("只有一个平
衡点#因此系统出现多周期解运动是由于时滞的出现产生的$

! 结论
本文将 /"0 123 456789$$:0; 系统通过引入时滞位移反

馈#讨论时滞引起的复杂动力学行为$ 通过解析分析研究了
时滞所引起的系统 <5=$ 分岔#并通过 > 阶 ?90;27@9AA" 法数
值验证了时滞反馈可导致 89$$:0; 方程出现多种稳定的复杂
运动#并划分了各复杂吸引子的吸引域#定性预测了时滞反
馈导致 89$$:0;方程出现多个不稳定的周期解$ 研究发现#时
滞反馈可导致单平衡点稳定系统出现多复杂吸引子共存的

现象#同时这些复杂吸引子的吸引域边界并不分形$ 由于混
沌的出现往往伴随着分形 #而一般情况下#混沌吸引域也常
常具备分形边界#说明分形是有别于混沌运动的另一种初值
敏感性#有助于进一步研究混沌运动和认识分形$
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!学术动态!

中国植物病理学会将于 !"#" 年 $$ 月 !% 日在海
口市召开 !第七届中国植物病害化学防治学术研讨
会 "# 会 议 主 题 为 !杀 菌 剂 与 作 物 健 康 和 食 品
安全"#
征文内容$ 反映我国植物病害化学防治领域的最

新成果%以研究论文为主#
征文截止时间$!"$"年 &月 !% 日#
联系方式$ 南京市卫岗南京农业大学植物保护学

院&!$%%&’’陈长军%电话$%!’()*+&’,*#%传真$%!’(
)*+&’,*#%电子信箱$--.$""-/0123445-465-/#
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!学术动态!

中国宇航学会 (国际光学工程学会&789:’将于 !%$$
年 ’ 月 $ 日在北京召开!第四届国际光电子探测与成像技
术学术交流会"#
征文内容$传感器与微机械光器件技术%激光探测和成

像技术%红外成像技术及应用%成像探测器技术与应用%太
赫兹技术与应用%空间探测技术与应用 %生物激光及其医
学应用#
征文截止时间$!%$$ 年 * 月 +% 日#
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