
! 引言
大集是组合设计中的经典问题之一! 从第一个大集问题

提出至今的一百多年里"各种各样的大集问题得到了广泛研

究! 第一个成功解决的大集问题是 !"#$%#&三元系大集! 如果
将 !"’$%’& 三元系大集中的无序三元组改为可迁等有向三元
组"就得到了有向三元系大集! 常重码在编码理论中有重要

一个指标为 "的可迁三元系 !"#!$""#是一个对子!%"&$%其中 %为一个 $ 元集"&为 % 中可迁三元组!称作区组$的集合$"
满足 % 的每个有序对都恰包含于 & 中的 " 个区组& 设!%"&$是一个没有重复区组的 ’"(!$""$"如果!)"*"+$!,"必有!+"*")$"
!+")"*$"!*")"+$"!*"+")$"!)"+"*$"&"则称!%"&$是单纯的"记为 -!"(!$""$&不相交 -!"(!$""$大集记为 ./’"(!$""$"是一
个集合#!%",0$$0"其中每个!%",0$都是 /’"(!$""$"并且#0,0 构成 % 中所有可迁三元组的一个划分&本文给出了 1-’"(!$""$的一
种三倍构造方法"得到了其存在的一个无穷类’对于任意正整数 $"$$%&’(!)*+’%$"存在 1-’"(!$""$& 结论对构作常重码具有重
要的参考价值和理论意义&
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作用! 带有单纯性的有向三元系大集被应用于构作常重码
后"该类大集引起了广泛关注! 周君灵等!"#确定了指标为 " 的
单纯可迁三元系大集的存在谱!
设 ! 是一个有限集! 本文中 $ 的有序对总指一个对子

#""#$"满足 "!#"!% !的可迁三元组是由 ! 的 % 个有序对
&""#$"&#"$$"&""$$组成的集合"记作&""#"$$%
指标为 ! 的可迁三元系 "记为 %&’&("!$"是一个对子

&!")$"其中 ! 是 ( 元集") 是 ! 中可迁三元组的集合&称作
区组$" 满足 !的每个有序对都恰包含于 )中 !个区组% 设
&!")$是一个没有重复区组的 *&’&("!$"如果满足&""#"$$"
+"必有 &$"#""$"&$"""#$"&#"""$$"&#"$""$"&""$"#$#)"则称
,&’&("!$是单纯的"记为 -%&.&("!$%
不相交 ,&.&("!$大集 "记为 /%&.&("!$"是一个集合

&&!"+0$’0"其中每个&!"+0$都是 ,&.&("!$"并且$0+0构成了 !
中所有可迁三元组的一个划分% 特别地"如果大集中的每个
&!"+$都是 -,&.&("!$"则大集称为单纯 ,&.&("!$大集 "记
作 /-,&.&("!$%
本文主要讨论 !(% 时"/-,&.&("%$的存在性"并给出了

/-,&.&("%$的一种构造方法"得到了其存在的一个无穷类%
首先列举 /,&. 和 /-,&. 的已知结果% 习惯上" 当 !)" 时"
/-,&.&(""$记为 /-,&.&($%
定理 ! &"$ /,&.&("!$的存在谱是 (*+%!% 若 !&

,&-./ 0$"则 0&(*1$&,&-./ !$’若 !!,&-./ 0$"则 (&!2
+"+!2+&-./ 0!$!+#%

&+$ 存在 /-,&.&($当且仅当 (&,"3&-./ 0$"(%4!3#%
&0$ /-,&.&("!$存在的必要条件是 (%+!2+"0&(*+$&

,&-./ !$% 若 !&3"+&-./ 0$"则 (&,"3&-./ 0$!0#%

! !"#$%!&""#的三倍构作
12为集合&,"3"+"("2*3’"12!1(中的元素&3"4$简记为 34"1(

中的加法在模 ( 下进行% 对于给定的可迁三元组&""#"$$"记
-,&""#"$$55,&""#"$$5&""#"$$"-3&""#"$$55+&""#"$$5&#"$""$"
-+&""#"$$553&""#"$$5&$"""#$%
引理 ! 当 (60 时 "存在幂等拟群&1(""$满足对于任意

"!#"1("都有 ""#!#""
!4#%

引理 # 设 ( 是偶数""5&,"3"1")"(#3$是 1( 上的 ( 阶
置换"则对于任意 ""#"6"1("#5"6&"$与 "5"623&#$不能同时成
立!
证明 若 #5"6&"$和 "5"623&#$同时成立"则有 #5"6&"$5

"1623&#$! 此时必有 162357(&7为整数$! 但 1623是奇数"而 7(
是偶数"162357( 显然不成立! 故假设错误"#5"6&"$与 "5"623

&#$不同时成立!
定理 $ 设 (&1"4&-./7$"(%1!如果存在 /-,&’&(21$"

那么存在 /-,&’&0(21"0$!
证明 设&1(""$是一个幂等拟群"满足引理 3! " 是引理 1

中定义的 ( 阶置换! 根据定理 3"当 (&1"4&-./7$"(%1时"

存在 /-,&’&(21$! 假设 &&1($&8"9’"’76$87"19"6"1(’是一个
/-,&’&(21$! 在集合 :5&1(!10$$&8; 9’上定义如下 0( 个区组
集 &76&7"10"6"1($"它由以下 4 部分组成!

&:$ &"0"#0"$0$"其中 0"19"""#"$"1("&""#"$$"’76"当其分
量上标是 8或 9时"省略相应分量的第 1 坐标!

&::$ -7&"0""6&"$023"8$57&8""0""623&"$0*3$"-7&9""6&"$023""0$"
57&"623&"$0*3""0"9$"其中 0"19"""1(!

&:::$ -7&#0""6&""#$023""0$"-7&#0""623&""#$0*3""0$"其中 0"19"

"!#"1(!
&:;$ -7&","#3""6&""#$1$"57&"623&""#$1"#3"",$"其中 ""#"

1(!
下面说明&&:<&76$8 7"19< 6"1(’是一个 /-*&’&9(21"9$!

%&! 每个!’’$()"是一个 #$%!"&(##""
由于=&76=5&(21$&(23$231(27(&(*3$21(*(5&9(21$&9(23$"因

此只需说明 : 上的每个有序对 - 包含在 &76 的某 9 个区组
中+ 只考虑 75,"65, 情况"其他情况与此类似!

&>$ -5&8"9$"&9"8$! 由于&1($&8"9’"’76$是一个 *&’&(2
1$"故 -属于&:$中的 9 个区组!

&?$ -5&8""0$"&9""0$"&"0"8$"&"0"9$"其中 0"19"""1(!由于
&&1($&8"9’"’76$"&1($&8"9’"’76$$是一个 *&’&(21$"故&8""0$属于
&:$中的 3个区组! 同时"&8""0$也属于&::$中的&8""0""623&"$0*3$和
&8"#023""0$"其中 "5"623&#$! 其他对与此类似!

&@$ -5&"0"#0$"其中 0"19""!#"1(! 由于&1($&8"9’"’76$是
一个 *&’&(21$"故 - 属于&:$中的 3 个区组! 同时 - 也属于
&:::$中的&"0""6&#""$023"#0$和&"0""623&#""$0*3"#0$!

&/$ -5&"0"#023$"其中 0"19"""#"1(! - 属于&:;$中的 3 个
区组!若 05,"- 属于&:;$中的&","#3"#$1$"其中 #$5"6&""#$’若 05

3"- 属于&:;$中的&"$, ""3"#1$"其中 #5"6&"$""$’若 051"- 属于

&:;$中的&"1"#$3 "#,$"其中 "<"623&#"#$$! - 还属于另外两个区

组"有以下 9种情况!
! #5"6&"$! - 属于&::$中的&"0""6&"$023"8$! 此外"对于任

意 ""#"1("一定存在 #$满足 "<"623&#"#$$! 由引理 1和&1(""$是

幂等拟群"可得 #!#$! 此时"-属于&:::$中的&#$023""0"#023$!
" #!"6&"$""5"623&#$! - 属于&::$中的&"0 "#023"9$! 同时"

-还属于&:::$中&"0"#023""$0$"其中 #5"6&"$""$!

# #!"6&"$""!"623&#$! -属于&:::$中的&"0"#023""$0$"其中
#5"6&"$""$"- 也属于&:::$中的&#$023""0"#023$"其中 "5"623&#"#$$!

&A$ -5&"0"#0*3$"其中 0"19"""#"1(!这种情况与&/$类似"-
也属于 &76中的某 9 个区组!
%&# 每个区组集 $()都是单纯的

显然"只要验证每个部分的区组集满足单纯性即可!
&>$ 由 ’76的单纯性"可得&:$中的区组集是单纯的!
&?$ &::$中的区组集是单纯的!只需讨论区组&"0""6&"$023"

8$与&8"#023""623&#$0$及区组&9""6&"$023""0$与&"623&#$0"#023"9$是
否满足单纯性即可"其中 0"19"""#"1(! 由引理 9"#5"6&"$与
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!!!""#!#"不能同时成立#故单纯性满足$
!$" !%%%"中的区组集是单纯的$ 对于任意的 !!#"$%#由

引理 &#!!#!#!!#可得 !"!!!#"与 !"!#!!"不等 #!" "’!!!#"与

!""’!#!!"不等#所以该部分区组集是单纯的$

!(" !%)"中的区组集是单纯的 $ 此时只需讨论 !!*##’#

!"!!!#"&"与!!"+’!!!#"&##’#!*"是否满足单纯性即可 #其中 !#

#"$%$ 由置换 ! 的定义#!"!!!#"!!""’!!!#"#所以该部分区组

集是单纯的$

!"# ! 中的任意三元组 " 都出现在某个 "#$中

!," & !!’#(#!)"# !(#!)#’"# !!)#’#("# !(#’#!)"# !’#!)#("#
!!)#(#’"# !’#!)##)"# !!)##)#’"# !#)#’#!)"# !(#!)##)"# !!)##)#("#
!#)#(#!)"#!!)##)#*)"#其中 )"$-#!###*"$%$ 由于.!$%#.’#(/#+,""0
,"$-#""$%/是一个大集#存在 ,"$-#""$%满足!’#(#!""+,"#因
此!’- (- !)"包含在 &,"的!%"中$ 其他三元组的情况与此类似$

!1" &!!’#!)##."#!!)##.#’"#!#.#’#!)"#!(#!)##."#!!)##.#("#
!#.#(#!)"#其中 )!."$-#!##"$%$若 ./)+’#由置换 !的定义#存
在 ""$%#满足 #0!"!!"#因此!’#!)##."包含在 &&"的!%%"中%若 .0
)2’#由置换 ! 的定义#存在 """$%#满足 #!!""+’!!"#因此!’#!)#
#."包含在 &*"3的!%%"中$ 其他三元组与此类似$

!$" &!!!)##)#*."#!!)#*.##)"#!*.#!)##)"# 其中 )!."$-#!###
*"$%#!!#$ 若 .0)"’#由拟群!$%#!"和置换 !的定义#存在 ""

$%#满足 *0!"!!!#"#因此!!)##)#*."包含在 &&" 的!%%%"中%若 .0)4

’#由拟群!$%#!"和置换 ! 的定义 #存在 "3"$%#满足 *!!"3"’!!!
#"#故!!)##)#*."包含在 &&"3 的!%%%"中$ 其他三元组情况类似$

!(" !!*##’#*&"# !!’##&#**"# !!&##*#*’"# !!&##’#**"# !!’##*#*&"#
!!*##&#*’"#其中 !###*"$%$由拟群!$%#!"和置换 ! 的定义#存在

""$%#满足 *0!"!!!#"#因此!!*##’#*&"包含在 &*"的!%)"中$由拟

群!$%#!"和置换 ! 的定义#存在 "3"$%#满足 !!!"3"’!*!#"#因此

!!&##’#**"包含在 &*"3的!%)"中$ 其他三元组的情况与此类似$

通过以上讨论得出 #.!15 &,""0,"$-5 ""$%/ 确实是一个
234&+!-%"&#-"$ 证毕$
由定理 ’ 和定理 &#得出 234&+!%#-"是存在的一个无穷

类$

定理 # 对于任意正整数 %$6#’7!89(’6"#存在 234&+!%#
-"$

$ 结论
本文给出了指标为 - 的单纯可迁三元系大集的一种三

倍构作方法#得到了其存在的一个无穷类&对于任意正整数

%$6#’7!89( ’6"#存在 234&+!%#-"$常重码在编码理论中有
重要作用$ 带有单纯性的有向三元系大集可用于构作常重
码$ 本文给出的单纯有向三元系大集构作方法#以及所得到
的单纯有向三元系大集的无穷类#对于构作常重码具有重要
的参考价值和理论意义$
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