
! 引言
!" 世纪 #" 年代初!$%&’()等*+,提出一种混沌同步方法!用

以实现相同系统的混沌同步!之后混沌同步一直是研究非线性
科学的热点课题之一" 目前为止!许多学者提出了多种方法用
以实现混沌同步!主要有驱动-响应同步法 *+,#线性和非线性反
馈控制同步法*!-.,#主动-被动同步法*/,#自适应同步法 *0-1,#脉冲同
步法*2-3,等"

国内外学者对混沌同步问题做了大量研究!这些方法多数
用于 !个相同系统的不同初值的同步" 但因为异结构$即不同
系统%间存在不同结构以及参数失配问题!对其同步问题的研
究相对较少" 在实际应用中!特别是用于保密通信的混沌系统
同步!驱动系统与响应系统的结构有可能不同!考虑异结构的
同步更具有实际意义" 与低维混沌系统相比!超混沌系统具有
更为复杂的动力学行为!其特点是至少在四维及更高维的非线

为了实现两个不同结构超混沌系统间的同步!采用自适应反馈同步的方法!构建了混沌同步控制器"在控制器的作用下!驱动

系统和响应系统可以实现同步"通过对广义 "#$%&’ 系统与超混沌 "!系统的同步进行数值仿真和电路实现!证实了自适应反馈法可
以实现不同结构超混沌系统间的同步" 该方法不仅有效#可靠!而且对于具体的误差!系统可通过调整控制器的参数来实现同步!具

有稳健#易于实现等优点"
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性系统中具有 ! 个或 ! 个以上正的 "#$%&’() 指数! 具有更高
的保密性!超混沌系统的同步研究具有重要的价值"

文献*+,利用 !种不同的方法实现超混沌 -./’系统和超混
沌 0(112/3系统的异结构同步! 文献 *45, 提出了实现超混沌
0(112/3系统与广义 "(3/’6系统的同步新方法!文献*44,研究超
混沌 -./’系统与广义的 "(3/’6系统的异结构同步" 上述研究
大多是理论或数值方面的工作!电路的实现比较少见" 本文采

用自适应反馈同步的方法! 构建了广义 "(3/’6 系统与超混沌
"!系统的混沌同步控制器"通过 7$82$9仿真!验证了该方法是
可行的"在此基础上!设计了广义 "(3/’6系统与超混沌 "!系统
的同步模拟电路" 数值仿真和电路实验结果表明!自适应反馈

同步法可以实现不同结构的超混沌系统间的同步"

! 同步方法
考虑由下面数学模型描述的混沌系统

!!:"#!$ #4$
其中!!:;!4< !!< % < !"=>!0"为式&4$的状态向量! ";!=:;#4;!=< #!;!=<
%< #";!==>!0"为非线性向量场’ 将式&4$作为驱动系统!则响应
系统为

#!:$;#=?% &!$
其中!#:;$4< $!< ( < $"=>!0"为式&!$的状态向量!$;#=:;%4;$=< %!;$=<
(< %";$==>!0"为非线性函数!%:;&4< &!< (< &"=>!0"为控制器’

设响应系统式&!$和驱动系统式&4$之间的状态误差为 &:
#"!!误差向量 &:;’4< ’!< (< ’"=>!0"!式&!$与式&4$相减!得到误
差系统为

&!:$;!?&="’;!=?% &@$
同步目标为选取合适的 %!使2AB

("#
#&;(=#:5!其中!&;(=为误

差向量 &随时间变化的函数’
假定)设式&4$的混沌吸引子为有界闭集 !! #;!=是定义在 !

上的连续函数*%;$=是定义在集合 )上的有界函数且 )$!’
引理 *45, 设函数 !;!=:;"4;!=< "!;!=< %! "";!==>是定义在闭集 !

上的有界函数!对误差系统

’! *:%* ;$="#* ;!=?&* ;*:4< !< %< "= &C$

若取 &*:D"* ;!=?#* ’* + $! *:D%* ’!
* < &*E5!则存在 (5%5< ,E5!使得

当 (%(5时!有F’*F&,< *:4< !< %< "’
定理*45, 若存在连续函数 "* ;!=!-*.;!=及多项式函数 "*.;’=使

得

%* ;!/’="#* ;!=:"*;!=?
"

.:4
’’.-*. ;!="*.;’=< *:4< !< %< " &G$

则可以选取控制器 &*:D"*;!=?$*’*< $! *:D&*’!
*< &*E5< *:4< !< %< "!

使2AB
("#
#&;(=#:5’

" #$%&$’验证
广义 "(3/’6系统的数学模型为

!!:04;$"!=?,41

$!:24!"!3"$

3!:!$"443

1! :"!"04
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)
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&H$

由于广义 "(3/’6 系统有的状态变量可能大于 4G! 而模拟
电路中运算放大器的输出仅为$4GI! 为保证电路的正常运行!
必须对式&H$进行线性变换’ 令 !:!5!4!$:!5!!!3:!5!@!1:!5!C!
得

!!4:04;!!"!4=?,4!C

!!!:24!4"!5!4!@"!!

!!@:!5!4!!"44!@

!!C:"!4"04!C
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&J$

其中!系统参数 04:4!44:5KJ!,4:4KG!24:!HK5’
超混沌 "!系统*4!,为

$!4:0! ;$!D$4=?$C

$!!:4!$! DC$4$@

$!@:D,!$@?C$!
4

$!C:2!$!

(
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*
*
*
*
**
-
*
*
*
*
*
**
+

&L$

其中!系统参数 0!:45!4!:G!,!:@!2!:5KG’
下面采用自适应反馈的方法来实现这 !个系统间的同步’
以式&J$"(3/’6系统作为驱动系统!受控的超混沌 "!系统

为响应系统!则

$!4:0! ;$!D$4=?$C?&4

$!!:4!$!DC$4$@?&!

$!@:D,!$@?C$!4?&@

$!C:2!$!?&C
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+

&+$

设响应系统与驱动系统之间的状态误差为

’*:$*"!* ;*:4< !< @< C=
由式&+$减去式&J$可得误差系统为

’! 4:;D45’4?45’!?’C=?;D+!4?+!!D5KG!C=?&4

’! !:G’!?;DC!4’@DC!@’4DC’4’@=?;D!H!4?H!!?4H!4!@=?&!

’! @:D@’@?;L!4’4?C’!4=?;C!!
4D!5!4!!D!K@!@=?&@

’! C:5KG’@?;!4?5KG!!?!C=?&C
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+

&45$

为实现式&J$与式&+$同步!将式&45$与 式&G$比较!可知
"4;!=:D+!4?+!!D5KG!C

"!;!=:D!H!4?H!!?4H!4!@

"@;!=:C!!
4D!5!4!!D!K@!@

"C;!=:!4?5KG!!?!C

(
*
*
*
*
*
-
*
*
*
*
*
+

&44$

根据定理可以选取控制器 5)&*:D"*;!=?$* ’* < $! *:D&* ’!
* < &*E5<

*:4< !< @< C’ 在数值仿真中选择 &4:45!$4;5=:5*&!:45!$!;5=:5*&@:
4!$@;5=:5*&C:4!$C;5=:5*初值分别为 !4;5=:5!!!;5=:5!!@;5=:D4!!C;5=
:4*$4;5=:4!$!;5=:4!$@;5=:5!$C;5=:5KG*得到驱动系统与响应系统的
混沌吸引子在三维空间的投影如图 4所示’
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图 ! !!"#$时误差函数曲线
%&’( ! )**+* ,-./0&+. /-*12 342. !!"#$

对比图 !!图 "中的误差函数发现"图 !同步效果更好"这
是因为控制器 !的控制项比控制器 " 的多" 同时也增加了系
统的复杂性#
若仍采用控制器 ""取 !#$!%"其他系统参数和初始值均不

变"此时误差函数曲线如图 #$
对比图 "%图 #发现"图 #的 ##能较快地趋于零"这是由于

在图 #中 !#$!%"而在图 " 中 !#$&$ 由此可知"通过调节参数 !
可以达到较好的同步效果$
通过大量的仿真可看出简化后的控制器只要参数合适仍

可以同步"满足’()
$!!
"!*$+"$%$ #%之间存在的耦合关系使得在对

图 # 系统在控制器 !的同步情形
%&’( # 56./4*+.&780&+. &. 042 /+.0*+992* /8:2 !

;8< 误差函数曲线
;8< )**+* ,-./0&+. /-*12

!=" 参数 ! 的演化曲线
;=< >8*8?202* ! @-*12

图 A 系统在控制器 "的同步情形
%&’( A 56./4*+.&780&+. &. 042 /+.0*+992* /8:2 "

!8" 误差函数 #的演化曲线
;8< )**+* ,-/0&+. @-*12

!=" 参数 "的演化曲线
;=< >8*8?202* ! @-*12

误差 #%及参数 "%随时间的演化曲线如图 ! 所示"随着时
间的增加"误差 #%&%$&, !, ", #’趋于零"而 "% &%$&, !, ", #’则
趋于不同常值$ 这表明该方法能有效地实现异结构超混沌系
统的同步$

也可对上面选择的控制器进行简化"由式&-’右端可知"如

果 &"$"#"*’+"且 #&!%"则 #"!%*$!!+"因此选取控制器 "(&%$

.#% *’+/" %#% , "! %$.!%#!
% , !%0%, %$&, !, #" &"$"#"*’+#在数值仿真中选择

!&$&%""&*%+$%)!!$&%""!*%+$%)!"$%"""*%+$%)!#$&""#*%+$%)初值仍选
取 ’&*%+$%"’!*%+$%"’"*%+$.&"’#*%+$&)(&*%+$&"(!*%+$&"("*%+$%"(#*%+$
%12)此时误差 #% 及参数 "% 随时间的演化曲线如图 "#

图 B 驱动系统和响应系统的吸引子
%&’( B C00*8/0+* +, D*&12 :6:02? 8.D *2:E+.:2 :6:02?

!8" 驱动系统

;8< F*&12 :6:02?

!=" 相应系统

;=< G2:E+.:2 :6:02?
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!!" 同步电路

"!# $%&!’()&*+,-*)& !*(!.*-

图 / 广义 0)(1&+系统与超混沌 0!系统的同步电路
2*34 / $%&!’()&*+,-*)& !*(!.*- 51-611& 71&1(,8*+19 0)(1&+ :%:-1; ,&9 <%=1(!’,)-*! 0! :%:-1;

雨
下

某个 !"调控时!相应地带动其他误差项趋于零"

> 电路实现
根据系统方程设计了实现广义 !"#$%&系统与超混沌 !!

系统的同步电路!如图 ’所示" 整个电路由 (部分组成#驱动电

路$同步电路$响应电路" 图中的运算放大器均为 )*(+,-!电路
中各元件的数值由系统的参数决定"电路中 ./0#$1是积分因子!
决定混沌信号的频率%通过改变电阻 #或电容 $!可以改变混
沌信号的频率!从而满足混沌通信的要求"
电路图 ’的输出混沌吸引子如图 2所示"

!5" 响应电路!超混沌 0!系统"

"5? @1:=)&:1 !*(!.*- "<%=1(!’,)-*! 0! :%:-1;?
!," 驱动电路!广义 0)(1&+系统"

",? A(*B1 !*(!.*- "71&1(,8 0)(1&+ :%:-1;?
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图 ! !"与 ""的相图变化曲线
#$%& ! ’()*+ ,$)%-). /0-1+ 2+34++5 !" )5, ""

图 6 误差函数 #7变化曲线
#$%& 6 80-1+ 9: +--9- :05/3$95 #7

!)"误差函数 #7在 ;<;&!*间的
变化曲线

=)> 80-1+ 9: +--9- :05/3$95 #7
$5 ;<;&!*

!)"状态变量 !"与 ""在 ;<;&!*
间的相图

!)" ’()*+ ,$)%-). 9: *3)3+
1)-$)2?+ !" )5, "" $5 ;<;&!*

!2" 误差函数 #7在 7&@*<A&@*
间的变化曲线

=2> 80-1+ 9: +--9- :05/3$95 #7
$5 7&@<A&@*

!2"状态变量 !"与 ""在 7&@<A&@*
间的相图

!2" ’()*+ ,$)%-). 9: *3)3+ 1)-$)2?+
!" )5, "" $5 7&@<A&@*

图 @ 广义 B9-+5C系统与超混沌 B!系统的电路相图
#$%& @ ’()*+ ,$)%-). 9: 3(+ %+5+-)?$C+, B9-+5C

*D*3+. )5, (DE+-/()93$/ B! *D*3+.

!)" 广义 B9-+5C 吸引子
=)> F+5+-)?$C+, *D*3+. )33-)/39-

!2" 超混沌 B!吸引子
=2> GDE+-/()93$/ B!
*D*3+. )33-)/3,9-

观测示波器中误差函数的曲线!发现误差函数能较快趋于
零! 从而在模拟电路上实现了广义 !"#$%&系统与超混沌 !!系
统的同步"图 ’是误差函数 #(分别在 )*)+,-和 (+.*/+.-时间的
变化曲线!其他误差函数 #0!#/!#1的变化曲线亦类似"

图 , 是驱动系统的状态变量 !1与响应系统的状态变量 "1

的相图!在同步的初始阶段!!1与 "1的关系并不是线性的!但随
着时间的增大!!1与 "1渐渐趋于同步! 在示波器中呈现出一条
穿越零点的直线"

综上所述! 由模拟电路实现了广义 !"#2%& 系统与超混沌
3!系统的同步! 从而证实自适应反馈法可以实现异结构超混
沌系统间的同步"

" 结论
本文采用自适应反馈同步的方法构建了广义 3"#2%& 系统

与超混沌 3!系统的同步控制器" 从数值仿真和电路实现两方
面! 实现了广义 3"#2%&系统与超混沌 3!系统的同步" 结果表
明! 采用自适应反馈法可以实现异结构超混沌系统间的同步!

而且对于具体的误差!系统可通过调整控制器的参数来实现同
步!具有稳健#易于实现等优点"
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