
! 引言
!"#$ 年!%& ’()*+,-. 在研究一致凸时引入了凸性模的定

义" 但凸性模只是刻划了空间单位球面的总体凸性程度!而
每一点的凸性程度都有很大的不同!这将会对空间的整体性
质产生很大影响 /0123" !""" 年!计东海等 /43引入了点态几何常

数!之后!许多同行相继给出一些很好的结果 /$153!如#空间单
位球面上每一点是端点就意味着空间是严格凸的!单位球面
上每一点是强端点等价于空间 !是中点局部一致凸的"
设$!!!%!&是一个赋范空间!其维数 678$!&"9’":!;<

=##!>!#!$!?和 $$!&<=##!>%#!<!?分别为 ! 的单位球
与单位球面’!@为 !的共轭空间( 对于 #&$$!&!记’#<=%&

$$!@&A%$#&<B?/C3(
定义 " 对于 #D&$$!&!(!#$D!B&!定义
&$# DE !&<,FG=%# B!# 9%> # BE # 9#’$!&!存在 %#’#D!使

% $# B&"B!!E %$#9&"B!!?为空间 ! 在 #D 点处的凸性模 /C3(
定义 # $!E%%%&是实赋范空间!"B)! 是包含原点的

有界闭凸集!(B 是 ’B 的边界曲面!(#D#(B!!#$D!B&!定义
&$(BE # DE !&<,FG=%# B!# 9%> # BE # 9#(B!存在 %#’ #D!使 %:#B;"
%#D%!!E %$#9&"%#D%!!?为曲面 (B上点 #D关于曲面的凸性
模/C3(
定义 $ ) 是 ! 的有内点的凸集 !) 的边界上点 # 称为

支撑点! %#($!@&!%$#&<,FG
*#)

%:*;称为支撑泛函 /"3(

讨论了点态凸性模在二维和三维欧氏空间的表示!并给出其在曲面为椭圆和椭球面的特殊点处的计算"通过计算可以看出其

点态凸性模的值在长轴最小!沿曲面从长轴到短轴点态凸性模的值是递增的!达到短轴时最大!从而进一步说明椭圆的对称性!同时

也说明点态凸性模的值越小!该点的凸性程度越强"
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! 点态凸性模在二维和三维欧氏空间的表示
下面给出点态凸性模在二维和三维欧氏空间的表示!得

到点态几何性质的判据!将为凸性性质及相关几何性质的研
究提供有效的量化依据"

定理 ! !!""为二维欧氏空间!##! #!#$ !"$% !
"
#

$" & !
"
"

%" !! "# !

#&’$’#$则当 "%’ 时!曲面的凸性模为

(###$ &’$ "$! "
% #$"!%"$!"" &%(& ""& &)#"$

证明 任意 &’!#!#$ !"$$##!有

"!#
$" & "!"

%" !"" !’ !"" !! %"!#

$"!"
可得切片方程

$"!"*&%"!#&!$"%"

则支撑泛函为
!#

$" $ !"

%"! "%
#&!&##$ $"$$’#!满足

+&&$! !#

$" $ !"

%"’ (&$#$ $"$!#!% &#$

$"
#

$" &$
"
"

%" !# &"$

由式&#$!得

$#! $"%"&#!"$!$"!"$"

%"!#

代入式&"$!得
$"$"

" )"$"!"&#)"$$" &$"%"&#)"$")%"!"# !’
则

(&’#$ &’$ "$! $(!"" &%(!"#
%(!"

#& &!#
" &$"

" $"!(!#
"$"

"&

! "
% &$"!%"$!"

" &%(& #!&#!"$"&

则当 "%’时

(&’#$ &’$ "$! "
%

&$"!%"$!"" &%(& ""& &*&"$

证毕%

定 理 " ! !"+ 为 三 维 欧 氏 空 间 !’# !,&!#$ !"$ !+$%
!"#
$" & !

"
"

%" & !"+
," ! "# !#&’$’#!则当 "%’时!

(&’#$ &’$ "$

! "& -#& -"
#!(--"!!"

#&%"&,"$!!"
" &$"&,"$!!"

+&$"&%"$.&! "
#
"
’

""& &)& "& $
其中!-#!&$"&%"&,"!!"

#!!"
"!!"+$!-"!$"%"&$","&%",""

证明 对任意 &’!&!#$ !"$ !+$$’#! 可知支撑泛函为

"!#

$" $ "!"

%" $ "!+

,"! "! 若点 &!&$#$ $"$ $+$$’#!满足

!#
$" $#&!"

%" $"& !+," $+!#!" &+$

$"
#

$" &$
"
"

%" &$
"
+

," !# &($

只需求

&"!-$#!&#!"$!#."&-$"!&#!"$!"."&-$+!&#!"$!+."

根据拉格朗日乘数法!作辅助函数

’!-##!&#!%$!#."&-#"!&#!%$!"."&-#+!&#!%$!+."&

( !#

$" $#&!"

%" $"& !+," $+!#&’ )" &) $"
#
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则
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!"-##!&#!%$!#.&(!#
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$" !’ &/$
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,#"

!"-#"!&#!%$!".&(!"

%" &) "#"

%" !’ &0$

,’
,#+

!"-#+!&#!%$!+.&(!+

," &) "#+

," !’ &1$

将式&/$2式&1$分别乘以-##!&#!%$!#.!-#"!&#!%$!".!-#+!&#!%$!+.!
再相加得

",-##!&#!%$!#."&-##!&#!%$!"."&-#+!&#!%$!+."3&

( !#
$" ##&!"

%" #"& !+," #+’ )!(&#!%$ !"
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$" & !
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%" & !
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") #"

#
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"
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"
+

,"’ )!")4#!%5 !#
$" ##&!"

%" #"& !+," #+’ )!’
由式&+$和式&($!有

"&"!")&#!%$"&")!’
即

&"!)-&#!%$"!#.
将 &"!)-&#!%$"!#.代入式&/$2式&1$!得

##! !#.-"$"&#!%$!(.
"&$".&/"$ &6$

#"! !".-"%"&#!%$!(.
"&%".&/"$ &7$

#+! !+.-","&#!%$!(.
"&,".&/"$ &#’$

其中!.!&#!%$"!#"
将式&6$2式&#’$代入式&+$!得

!( !"#.
"$"&$".&/"$ &
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整理得
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显然 &"存在最大值(

/"! #
" -#& -"

#!(--"!!"#&%"&,"$!!"" &$"&,"$!!"
+ &$"&%"$.&! ")

-#!&#!%$".
其中!-#!&$"&%"&,"!!"#!!"

"!!"
+ $!-"!$"%"&$","&%",""

于是有
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!!"!" ##" !"

$ %! $!& $%
!!’($%!"%

! !%%&&%"!"%
% !’%&&%"!"%

) !’%&%%"*!" #
!
%
#

%!! &+! !! "
证毕$

! 举例应用
下面根据点态凸性模在二维和三维欧氏空间的表示%计

算其在特殊点处的值$

例 " ($)%为二维欧氏空间%"!$ !"!" "%", "
%
!

’% &
"%
%

%% $" $! %分

别求点 #!!’" -"" #%!-" %"" #) ’
% " )! %

%% &的凸性模的值$
解 !" 对于点 #!!’" -"%其支撑泛函为 *!#!"$

!
’ "% &- $设

#$!"!" "%"’"!%有

*!#"$ !
’ "% &- !"!" "%"$ !

’ "!$!!!

代入曲面 "!%得

"%$% !!!!!!"%!
则

+!"!" #!" !"$%% !!!!!!"%!

%" 对于点 #%!-" %"%其支撑泛函为 *!#%"$ -" !
%% &%设 #$

!"!" "%"’"!%有

*!#"$ -" !
%% &!"!" "%"$ !

% "%$!!!

代入曲面 "!%得

"!$’ !!!!!!"%!
则

!!"!" #%" !"$%’ !!!!!!"%!

)" 对于点 #)$ ’
% " )! %

%% &% 其支撑泛函为 * !#)"$

!
%’ " )!

%%% &%设 #$!"!" "%"’"!%有

*!#"$ !
%’ " )!

%%% &!"!" "%"$ !
%’ "!& )!

%% "%$!!!

代入曲面 "!%得

’"%% !’ )! %!!!!""%&’%%!!!!"%!%%$-
则

!!"!" #)" !"$ )’%&%%! !!!!!!"%!
由例 !可以看出%曲面为椭圆上的点关于椭圆点态凸性

模的值在长轴最小%沿曲面从长轴到短轴点态凸性模的值是
递增的%达到短轴时最大$ 而且点态凸性模的值与该点的纵
坐标的值关系更为密切%在同一个椭圆上纵坐标的绝对值相
同则凸性程度相同%这进一步说明椭圆的对称性%同时也说
明点态凸性模的值越小%该点的凸性程度越强$

例 ! ( $,) 为 三 维 欧 氏 空 间 %"! $.!"!/ "%" ")",
"%!
’% &

"%
%

%% &
"%

)

&% $ $! %分别求点 #!!’" -" -"" #%!-" %" -"" #)!-" -" &"

的凸性模的值$
解 !" 对于点 #!!’" -" -"%有

$!$’%&%%&&%!’%$%%&&% $%$’%%%&’%&%&%%&%

则由定理 %%得

!!"!" #!" !"$%% !!!!!!"%! %%0&%

!!"!" #!" !"$%& !!!!!!"%! %%1&%

%" 对于点 #%!-" %" -"%有
$!$’%&%%&&%!%%$’%&&% $%$’%%%&’%&%&%%&%

则由定理 %%得

!!"!" #%" !"$%’ !!!!!!"%!
)" 对于点 #)!-" -" &"%有

$!$’%&%%&&%!&%$’%&%% $%$’%%%&’%&%&%%&%

则由定理 %%得

!!"!" #%" !"$%’ !!!!!!"%!
由例 % 可以看出%曲面为椭球面上的点关于椭球面的点

态凸性模的值在长轴最小%沿曲面从长轴到短轴点态凸性模
的值是递增的%并且两个短轴的值相同%说明凸性程度相同%
这也进一步说明了椭球面的对称性%同时也说明点态凸性模
的值越小%该点的凸性程度越强$

# 结论
通过对欧式空间中曲面上点的凸性模的表示&估计和计

算%可以看出%点态凸性模的值越小该点的凸性程度越强%从
而进一步加强了对空间的认识%完善了空间性质$
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