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主要研究如下奇异非线性方程
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的非负解的熄灭问题#其中 !!&!!&’"" /
.0&!!&1’

#&23## 是

’(中的有界凸空间# 具有光滑边界 &%#34#4.#"(3 且 !3!$"
满足条件$3)!3")!%"**.+#!%"%
对于方程!."#当 !!&!!&1")&!! &#"时称为 #567897:; 方

研究了一类拟线性抛物方程边值问题解的熄灭问题!非线性抛物方程在随时间增加时!不一定存在连续的解!有的问题解是

整体存在的!有的问题解就不存在!熄灭是解不存在的一种" 形如 !""#$%&!’(!!()*!!+,!! #的拟线性抛物方程在 $%中有界凸空间上

的解的熄灭问题!是几何学领域率先提出的!此时方程的主部项不再是一致椭圆的!这是与 #"-./0.12 型方程的主要区别也是难点
所在!利用上下解方法及积分估计方法得到两类在有限时间内解熄灭的结果" 研究中所利用方法是一种常用方法!可以推广到更一

般的拟线性抛物方程的研究"

熄灭#拟线性抛物方程#非线性源
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程!当 !"!!!!"#! #
#$!!!!""

时!称为平均曲率型方程!它们

都是拟线性微分方程$ 其中第二类模型是在几何学的领域内
率先提出的!此时方程的主部项不再是一致椭圆的!这是与
"%&’()’*+ 型方程的主要区别也是难点所在$拟线性微分方程
起源于生物学和天体物理学相关问题! 例如在燃烧理论中!
函数 !"#$ %%表示温度!,-./!"!!!!"%!!表示热扩散!而 "!"是
一个源$ 方程"#%也出现在一些描述物理现象的模型中!例如
产生于研究非牛顿湍流 /#%"0!非牛顿渗流 /10!以及多孔介质中气
体渗流/20等问题$

"3 世纪 43 年代以来!半线性&拟线性抛物方程的初边值
问题的熄灭现象得到广泛研究 /5%60$ 所谓熄灭问题!是指存在
一个有限时间 &73!使得解在 38%8& 时非平凡 ’但对于所有
"#9 %%##"/&9 $#:!有 !"#$ %%$3$ 在这种情况下!&被称为熄
灭时间$ 例如!陈松林/40采用能量估计的方法讨论了一类反应

扩散方程初边值问题解的熄灭的充要条件$
对于如下带齐次 ;-<-*=)+>边值问题的半线性抛物方程
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比较完整的结论参见文献/60!方程""%的非平凡解在有
限时间消逝当且仅当 38’8#! 即强的吸收项会导致解在有限
时间内熄灭$ 更多关于方程""%解的熄灭理论!已经由许多作
研究者得出 /@%A0$
文献/#30中!作者给出如下问题解熄灭的充分必要条件(
!%?,-.)!!!!"%"!!%("!’ "#$ %%##""3!$$%

!"#$ %%?3 "#$ %%#&%""3! &%
!"#$ 3%?!3"#% ##
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其中 "73$作者得到如果 "#"#9 "%或者 ’#"39 #%上述问题的
解在有限时间消逝$ 但是!如果 ")"且 ’)#!解是非熄灭的$
在没有吸收项的情况即 "?3 时!文献/##0和/#"0得到解熄灭的
充分必要条件是 "#"#9 "%$
对于如下更一般的非线性抛物方程解的熄灭(

!%%,-./!"!!!!"%!!0)*"!%*!!?3 "2%
文献/#10已有研究!物理上扰动项 *"!%*!! 可看作 *"!%

描述速度场的迁移作用$ 对问题""%和"1%来说!扩散项与吸
收项以及快速扩散与强吸收之间的差别将导致任何有界非

负解都在有限时间内趋于零$ 但在方程"#%和"2%中!非线性
源被称为+热源,!而在方程)"#和)1#中!源%!’被称为+冷源,!
不同的源对解的性质造成完全不同的影响/#3%#20$

本文关心的是 !)!!!!"#! #
#$!!!!""

带热源时解的性质$

文中首先给出一些引理!并得到解的存在性!给出熄灭结论$

! 解的存在性
定义 ! 令 %&?%")3! &#! &73$非负函数 !被称为问题)##

的弱解当且仅当 !#+$)%&#*+")39 &B ,#9 "
3 )%##!!%#+")%&#!且

满足

+ %&
+)%!’%$!)!!!!"#!!!’-"!"’#,#,% )5#

及)-C
%,3$ %+!!)!$ %#%!3)##!,#?3!此处检验函数 ’)#$ %##.$

3 )%&#$

注(当边界值是任意非负函数 (#+$)%&#*+")39&B,#!"
3 )%##!

这时定义的弱解需要用 !%(#+$)%&#*+")39 &B ,#! "
3 )%##替换

!#+$)%&#*+")39 &B,#!"
3 )%##$ 而且 ! 由于 .$

3 )%&#在 +")39 &B
,#!"

3 )%## 中稠密! 可以断言!对于任意 ’#+$)%&#*+")39 &B
,#!"

3 )%##!上述等式成立$

类似地!为了定义下解)上解#!)#/ %#)!-)#$ %##对每一个 ’
)##73!只需要求在 % 中 !)#$ 3#.!3)##)!-)#9 3#)!3)###!在

$%!/3! &0上 !)#$ %#.3)!-)#$ %#)3#! 且问题)##中的等号用.
))#代替$
引理 ! 假设 !$ 0#+$ )%&#! 令 +! ?)$!D$%#%,-.)!!D

#$!!!!"" %1)#$ !#!并假设 1)#$ !#连续!
+!.3.+0 )#$ %##%&

!)#$ %#.0)#$ %# )#$ %##$%"/39 &0
而且 !)#$ 3#.0)#$ 3#!那么在 %&上有 !.0$
引理的证明由最大值原理可以推得!具体证明参见文献

/#50$ 由引理 #!可以得到比较原理如下$

引理 " 假设 !)#$ %#!!-)#9 %#是问题)##对应的上解和下

解!那么在 %&上!!)#$ %#.!-)#9 %#几乎处处成立$
定理 ! 对于任意 &73!问题)##存在解 !)#$ %##+$)%&#!

并且存在连续函数 .)%#!使得
/!)#$ %#/+")%& #

..)%# )6#

证明 假设##是 $%上任意一点$ 既然 % 为有界凸空间!

存在 $%在点 ##处的超平面 2$ 不失一般性!假设 ##为原点 !
2?E)##9 #"9 -9 #3%!##?3F!%0E)##9 #"9 -9 #3%!##?3F$ 令 0 )#4 %%$

5##+6%!其中 573$令 575)## %!676)##%充分大以至对所有 ##%!
有 0)#9 3%7!!)#9 3%!$ 直接计算可知!

$0
$% %,-. !0

#$!!0!""
1 2?60)"0"

另外!对于 ##$%及 %)3!显然有 0)#9 3%)3?!)#9 3%$ 由
引理 # 和 " 可得 !对所有 )#4 %%#%!/&9 $$0!有 %0)#4 %%.
!)#4 %%.0)#4 %%$ 因此!解的存在性可以得到并有估计式)6%$

" 解的熄灭
本节着重考虑问题)#%解的熄灭$
定理 " 设 "?3!! 是问题)#%的弱解!则存在时间 &73!

使得对于任意)#4 %%#%%)&9 $$%!有 !$3$
证明 类似定理 # 的证明!定义辅助函数

0)#4 %%?5)68##$#"$-$#3%)&-%%+’% )4%
其中!

5$ ’73 6?GH(E!##!$!#"!$-$!#3!F$" )@%
那么有
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!!
!" #$!%&’!&’"&"&’(##)"$)!*%"#&%!’ !(#

)*+ !!
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# $-. !!.#

由式!/0!!!.#$可得
!!
!" %)*+!,!!,+%"!!# !!!#

!!’1 .#%,.!’# &’’"
!!’- "#%. &!’. "#’!""!.1 &##

!!"#

由引理 ! 以及式 !!!#%!!"#$可得 ,!’. "#(!!’. "#& 由
!!’. "#的定义可知$对于所有!’. "#’""!/1 &##1 ,!’. "#(!
!’1 "#).& 证毕&
定理 ! 设 #2.$ , 是问题!!#的弱解$则对充分小的初

值$存在时间 /2.$使得对于任意!’. "#’""!/1 &##$有 ,)
.&
证明 对问题!!#的第 ! 个方程乘以 ,$并在 " 上积分$

可得

!
"

)
)" "*,")’&

"* ,!,,"

!&,!,,""
)’-#

"*,!&+)’ !!3#

因为 .4+4!$利用 567)#8 不等式$式!!3#可以改写为

!
"

)
)" "*,")’&

"* ,!,,"

!&,!,,""
)’-

#
"*,!&+)’(#," ,!!%+#9"

"*,")’+ ,:!&+09"
那么有

)
)" "*,")’("#," ,!!%+#9"

"*,")’

通过积分$有

"*,")’("#," ,!!%+#9""
"*,"

. )’ !!;#

那么$对于充分小的初值$由式!!;#知$存在时间 /2.$使得对
于任意!’. "#’""!/$ &##$有 ,).&

! 结论
非线性偏微分方程是刻划非线性现象最精确的数学模

型之一$ 而且是数学理论与实际应用之间的一座重要的桥
梁& 以物理学%化学%生态学和生物学及其他学科中的问题为
背景的反应扩散模型研究$主要目的是解决解的整体存在性
和非整体存在性这两个基本问题& 本文研究了一类拟线性抛
物方程边值问题解的熄灭问题& 众所周知$非线性抛物方程
在随时间增加时$不一定存在连续的解$有的问题解是整体
存在的$有的问题解就不存在$熄灭是解不存在的一种& 熄灭
现象最早可以追溯到 <=>=8=)= 在 !(/? 年研究一类非线性热
方程$由此拉开了研究非线性发展方程熄灭现象的序幕& 本
文使用的上下解及积分估计的方法是一种常用方法$可以推
广到更一般的拟线性抛物方程研究$例如可以考虑方程右端
奇异项的改变$或者可以考虑边值问题是非齐次情况$这些

都将是进一步研究要关注的问题&
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