
! 引言
!""#年 $月!挪威计算机专家 %& ’()*+,-.通过参加一个

名为"因特网梅森素数大搜索#/012’$%的国际合作项目!发
现了第 $3 个梅森素数 !$!4$56"7!7!它有 7!653"4$ 位数!如果用
8 号字将这个巨数连续写下来!其长度超过 8"9-& 专家认为
这一重大发现是数论研究和计算技术中最重要的成果之一&

目前 ! 世界上有 73" 多个国家和地区超过 76 万人参加了
/012’ 项目! 并动用近 $" 万台计算机联网来进行大规模的
网格计算!以探寻新的梅森素数&

公元前 5"" 多年! 古希腊数学家欧几里德用反证法证明
了素数有无穷多个! 并提出了少量素数可写成 !!!7 ’指数 !
为素数$的形式& 此后许多数学家!包括费马(笛卡尔(莱布尼

梅森素数历来是数论研究的重要内容!也是当今科学探索的热点和难点之一"而卢卡斯"雷默测试是迄今为止判断梅森数素
性最快最有效的工具"周氏猜测是关于梅森素数分布的著名难题# 本文首先介绍与梅森素数研究有关的 # 个重要问题$然后通过对
卢卡斯"雷默测试递归数列的研究!揭示了其衍生数列的一个特殊性质!提出相关的猜想"得出卢卡斯"雷默测试的一个关联等式!

由该等式与周氏猜测的密切关系!提出相关的猜想"提出了广义卢卡斯"雷默测试的存在性问题!并提出了相关的猜想#结果表明!采
用不同的方法对解决梅森素数的有关问题会有所启发和帮助#
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兹!哥德巴赫!欧拉!高斯!图灵等都研究过这种特殊形式的
素数"而 !" 世纪的法国数学家梅森##$ #%&’%((%$是其中成
果最为卓著的一位% 由于梅森学识渊博!贡献良多"并是法兰
西科学院的奠基人和当时欧洲科学界的中心人物"为了纪念
他"数学界将 )!!! 型的数称为&梅森数’"并以 "!记之(如果
"!为素数"则称之为)梅森素数’*!+% ),-- 多年来"人类仅发现
." 个梅森素数"由于这种素数珍奇而迷人"因此被人们称为
&数海明珠’% 梅森素数是数论研究中的重要内容"也是当今
科学探索的热点和难点之一 *)+% 本文对梅森素数的 , 个相关
问题进行探究%

! 与梅森素数研究有关的 " 个重要问题
!#! 卢卡斯$雷默测试
法国数学家卢卡斯*/$ 0123’$在研究著名的斐波那契数

列时"发现它与梅森素数的惊人联系"并于 !4"" 年提出了一
个用以判别 "!是否为素数的重要定理+,,卢卡斯定理 *!+% 这
一定理为梅森素数的研究提供了强有力的工具%

!5,- 年"美国数学家雷默*6$ 0%78%&$改进了卢卡斯的工
作"给出一个针对 "!的新素性测试方法"即卢卡斯9雷默测
试 *!+-对于所有大于 ! 的奇数 !""!是素数"当且仅当 "! 整除

#!!)"其中 $%由 $%:!;$)
%!)"$- ;.递归定义%例如"取 !;<"有数列

$%-."!."!5.","=,." 因为 &<;,! 整除 $,;,"=,." 所以 &<;,!
是一个素数%此方法尤其适合于计算机运算"因为 &!;)!!! 的
运算在二进制下可以简单地用计算机特别擅长的移位和加

法操作来实现%

!#% 周氏猜测
人们在寻找梅森素数的同时"也进行着梅森素数分布规

律的研究% 由于梅森素数在正整数中的分布是时疏时密极不
规则的"加上人们尚未知梅森素数是否有无穷个"因此研究
梅森素数的分布规律似乎比寻找新的梅森素数更为困难%

英.法.德.美等国的数学家都曾分别给出过关于梅森素数分
布规律的猜测"但这些猜测都以近似表达式给出"与实际情
况的接近程度均难如人意%
中国数学家及语言学家周海中运用联系观察法和不完

全归纳法" 于 !55) 年首次给出了梅森素数分布的精确表达

式-当 ))’>!>))’:!*’;-? !@ )@ /$时"梅森数 &!中有 )’:!!! 个是

素数*,+(并且给出推论-当 !>))’:!*’;-@ !@ )@ 0$时"梅森素数的
个数为 )’:)!’!)%这一形式优美简洁的表达式加深了人们对梅
森素数重要性质的了解"为探寻新的梅森素数提供了方便*.+"被
国际上命名为&周氏猜测’% 有关专家认为"这一成果是梅森
素数研究中的一项重大突破*<+% 值得一提的是"周氏猜测至今
尚未被解决"已成为著名的数学难题%

!#" 牛顿迭代法
牛顿迭代法 *=+是一种近似求解方程的方法"用函数 (A)B的

泰勒级数的前几项来寻找方程 (A)C;- 的根% 该方法是求方程
根的重要方法之一"其最大优点是在方程 (A)C;- 的单根附近

具有平方收敛"也广泛用于计算机编程中% 具体地"对于 ’!

的牛顿迭代")%表示 ’! 第 %次迭代的近似值*% 充分大$"由

)%D!; !
)

A)%D ’
)%

C")-;! 递归定义(% 越大"所得 ’! 的近似值就

越精确(当 %"D"时")%就趋向其真实值%

% 问题与讨论
%#! 卢卡斯$雷默测试衍生数列的一个性质
若以 #!;."由 #%D!;#)

%!)得*"+

#%;,A)#!#) 0 #%9)C)D) *%;,@ .@ 0$

以 #-;."则上式应调整为
#%;,A)#-#! 0 #%9)C)D) *%;)@ ,@ 0$

即

#%;!)A#-#! 0 #%9)C)D) *%;)@ ,@ 0$
设 #***;-"!")"0"%!)$的任意大于 ) 的约数为 +"显然

!)*$- $! $)0 $%!)$)能被 + 整除"由于 )不能被 + 整除"因此 $%
不能被 + 整除"则 $%与 $***;-"!")"0"%!)$除 ! 和 ) 外没有
其他的公约数" 同理" 由 $%;$)

%!!!) 可证得 $% 与 $%!!除 ! 和 )
外没有其他的公约数%
由上可知"$%与 $***;-"!")"0"%!!$除 ! 和 ) 外没有其

他的公约数"反过来也就是说"$%与 $***,%D!"%D)"0$除!和 )
外没有其他的公约数" 则卢卡斯9雷默测试递归数列#-" #!"

#)"0任意两项除 ! 和 ) 外没有其他的公约数 % 又因为
#%E);=*#- #! #) 0 #%!)$)D!*%;)","0$"所以 #%E)*%;)","0$为

奇数"#!E);" 为奇数"#-E);) 与所有奇数互质" 因此有如下结
论-#-E)"#!E)"#)E)"0 两两互质%
由以上结论及卢卡斯9雷默测试递归数列的衍生数列

#-E)"#!E)"#)E)"0前面若干项"本文猜想-#%E)*%;-"!")"0$没

有平方因数% 如果此猜想成立"就揭示了该衍生数列的特殊

性质"对梅森素数的研究具有启发意义%

%#% 卢卡斯$雷默测试的一个关联等式与周氏猜测的关系
以 )-;!"由牛顿迭代法的递归公式

)%D!; !
)

)%D ’
)%# $ *%; -@ !@ )@ 0$

得到等式 *=+

)%; ’!
!D )

!D ’!
!! ’!
% &)

%

!!

’
(
(
(
(
(
((
)

*
+
+
+
+
+
++
,

; !D ’!# &)
%

D !! ’!# &)
%- .)

!D ’!% $)
%

! !! ’!% $)
%- .) ’!

当 ’;,时"有

)%; !D ,!% $)
%

D !! ,!% $)
%- .)

!D ,!% $)
%

! !! ,!% $)
%- .) ,!

*!$

若以 )!;!"#!;."由 )%D!; !
) A)%D ,

)%
C"#%D!;#)

%!)得*"+
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!"! "#"!#$%&!%%"!%

’#( #% " #"!%&!%%"!%
#"!)* +* "$ #%$

以 !,!(%#,!+%则式#%$调整为

!"! ’#"!($%&!%%"!(

’#, #( #% " #"!%&!%%"!(
#"!%* )* "$ #)$

观察式#($和式#)$%本文猜想以下等式成立&

(- )!" #%
"

- (! )!" $%
"% &%!’#"!($%&!%%"!( #"!%* )* "$

#+$
证明 当 "!% 时%式#+$显然成立’
假设当 "$% 时%式#+$成立%即

(- )!" $%
%

- (! )!" $%
%% &%!’#%!($%&!%%%!(

又

!%! (- )!" $%
%

- (! )!" $%
%% &%

(- )!" $%
%

! (! )!" $%
%% &% )!

!%! ’#%!($%&!%%%!(

’#, #( #% " #%!%&!%%%!(

则有

(- )!" $%
%

. (! )!" $%
%% &% )! !’#, #( #% " #%!%&!%%%!(

令

(- )!" $%
%

- (! )!" $
%%% &%!’#%!($%&!%%%!(!&%

(- )!" $%
%

. (! )!" $%
%% &% )! !’#, #( #% " #%!%&!%%%!(!’%

则有

!%!&%’%

由 !"-(! (
%

!"- )
!"" $得

!%-(! &%%-)’%
%

%&%’%

%&%’%!%’#%!($%&!%%%!(!’#, #( #% " #%!%&!%%%!(!’#, #( #% " #%!(&!%%%

又

!%-(! ’#%$%&!%%%

’#, #( #% " #%!(&!%%%

则有

’#%$%&!%
%
%

!&%
%-)’%

%

! (- )!" $%
%

- (! )!" $%
%% &%’ (% -

) (- )!) $%
%

. (! )!" $%
%% &% )!’ (%

! (- )!" $%
%((

- (! )!" $%
%((% &%

即当 "$%-( 时%式#+$也成立’
因此%当 "!%* )* "时%式#+$成立’
证毕’

根据等式#+$%有

(- )!" $%
"

- (! )!" $%
"

!#"!(!%%"!( #"!%* )* "$

即

(- )!" $%
"-(

- (! )!" $%
"-(

!#"!%%" #"!(* %* "$ #/$

以 #,!+%由 #"-(!#%
"!%得

#"! %- )!" $
%"

- %! )!" $%
"

#"!,* (* %* "$ #0$

由式#/&和式#0&得

(- )!" $%
"-(

- (! )!" $%
"-(

%- )!" $%
"

- %! )!" $%
" !%%" #"!(* %* "$ #1$

当 "!,时%式#1$也成立%因此有以下等式成立&

(- )!" $%
"-(

- (! )!" $%
"-(

%- )!" $%
"

- %! )!" $%
" !%%" #"!,* (* %* "$ #2$

可以看出%所得 %%"#"!,* (* %* "$与周氏猜测所阐述的梅
森素数分布规律的区间端点完全一致’ 基于该结论%本文认
为 %等式#2$或许会在解决周氏猜测的研究中发挥重要作
用’

!"# 广义卢卡斯$雷默测试的存在性问题
由

(- )!" $%
"

- (! )!" $
%"% &%!’#"!($%&!%%".(!’#%

"!%!%&$%!%%".(

得

(- )!" $%
"

- (! )!" $%
"% &%-%%".(!%%".(.(#%

"!%

则有

(- )!" $%
)

- (! )!" $%
)% &%-%%).(!%%).(.(#%

)!%

当 *)#)*%$是素数时%*)整除 #)!%%则 *)整除 %%).(.(#%
)!%%

*)整除 (- )!) $%
)

- (! )!) $
%)% &%-%%).(’

将 (- )!) $%
)

- (! )!) $%
)% &%-%%).(按二项式展开得

(-+
%

%)!)-+
+

%)!)%-"-3
%)!%

%) !)
%)!(!(

-)
%)!(
-%

%)!(

当 *)#)*%$是素数时%显然 *)整除 +
%,

%)#,!(* %*"* %)!(!($%则

*)整除 (-)
%)!(

-%
%)!(

’

又 (-)
%)!(

-%
%)!(

!)-)
%)!(
-%’%

%)!(.(
!(&%根据费马小定理%%)!(+

(’456 )&%则 )整除 %)!#!#%%)!#整除 %
%)!#!#

!#%即 *)整除 %
%)!#!#

!

#%则 *)整除 )-)
%)!#
%*)整除 #-)

%)!#!#
’

由此得出结论&若 *)#)*%$是素数%则 *)整除 #-)
%)!#!#

’

本文猜想&*)#)*%$是素数%当且仅当 *)整除 #-)
%)!#!#

’
如果以上猜想成立%本文提出以下问题&

是否存在更多的与卢卡斯.雷默测试原理相同的整除测
试方法来检验梅森数素性% 即是否存在广义的卢卡斯.雷默
测试( 如果存在的话%将会对寻找新的梅森素数提供极大的
便利’

# 结论
通过本文的研究%可得出以下结论’
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!! 卢卡斯"雷默测试递归数列的衍生数列 !#$%"!!$%"!%$
%"#两两互质$猜想该数列的每一项都没有平方因数%

%! 等式 !& ’!" #%
"&!

& !! ’!" $%
"&!

%& ’!% $%
"

& %! ’!" $%
" (%%" &"(#"!"%" #!所

得 %%"&"(#"!"%"#!与周氏猜测所阐述的梅森素数分布规律
的区间端点完全一致%

’! 若 #$&$&%!是素数"则 #$ 整除 !&’
%$!!!!

$猜想 #$&$&

%!是素数"当且仅当 #$ 整除 !&’
%$!!!!

"即存在广义的卢卡斯)
雷默测试%
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