
种群生态学是生态学中的一个重要分支!也是迄今为止
数学在生态学中应用的最为广泛和深入的一个分支!主要研

究给定种群的动力学特征和结构!以及相关种群相互作用下
的发展规律" 捕食关系是自然界中普遍存在的物种间相互作

捕食关系是自然界中普遍存在的物种间相互作用的基本关系之一!也是生态学界和生物数学界研究的一个重要课题" 本文主

要对一类比率依赖的#具有 !"$$*&+第三类功能性反应且具有捕捞的两种群竞争模型进行了巧妙的简化!得到了该模型系统可能存在
的代数显式简明严格解析解!它们对提高理论!发展各种数值计算方法具有相应的价值" 不同学科的各种基本方程的解析解!历史上

对学科的发展曾起过关键的作用"例如各种不可压位流与常系数导热的解析解!就曾是早年流体力学与传热学的基础!后来因为满足

一定的初始和边界条件$尤其对复杂的基本方程%的解析解很难找到!再加上电子计算机与数值计算方法的飞速发展!在解决具体问

题时就基本转向计算流体力学和计算传热学" 但解析解还是有其不可代替的理论价值的!而且它还可以作为标准解推动各种计算方

法的发展!以及用来检验各种计算方法与程序的准确性#收敛性与稳定性!也可以启发工作者改进各种差分格式!网格生成技术等"

捕食者(食饵系统&严格解析解&,"$$*&+()))功能性反应&捕捞
!-./0 1 .233(4564$73.3%389330/(30

李元媛 .:7!蔡睿贤 .

!" 中国科学院工程热物理研究所!北京 !#$!%$
&" 中国科学院研究生院!北京 !$$$’%

!"#$% &’#()%*$+( ,-(.%*-’/ -0 + 1+%*-23454’34’% 6+5%.74 8743+%-79
:74) ;)/%4< =*%> ?-((*’@ A)54 BBB

收稿日期" &$$%(!#(!)
基金项目" 国家自然科学基金项目#)#*+,!$,$
作者简介" 李元媛!博士研究生!研究方向为动力系统变工况及解析解!电子信箱"-.//01203.403.45!&,678-%蔡睿贤&通信作者!中国科协所属全国学会

个人会员登记号"9’##!###’,:$!中国科学院院士!研究方向为叶轮机械与燃气轮机’热力系统及解析解!电子信箱"7/;5-.216<=>".7"74

?@ A3.403.4!B&B CD@ E32;2.4!

!6 !"#$%$&$’ () *"+%",,-%"+ ./,-0(1/2#%3#4 5/%"’#’ 6378,02 () 9:%,":,#; <,%=%"+ >?@>A@4 B/%"C
&6 D-E8&E$, F"%G,-#%$2 () B/%",#, 6:E8,02 () 9:%,":,#; <,%=%"+ >@@@HA; B/%"E

FG< >/<H.=8/I>/<0 /<1.=284JG2> 2J 48= 8410 . K34H.-<4=.1 /<1.=284 L<=M<<4 J><72<J 24 4.=3/<B L3= .1J8 N</0 2->8/=.4= 24 <7818O0
.4H L28I-.=G<-.=27J" @4 -8J= /<J<./7G K2<1HJP MG27G H<.1 M2=G H<K242=< 8LQ<7=JB =G< =/.H2=284.1 .>>/8.7G 2J =8 H</2N< J8-< L.J27 /31<J L.J<H
84 <;></2-<4=J .4H 8LJ</N.=284JB =G<4 =8 8L=.24 -.=G<-.=27.1 <R3.=284J .4H =G<2/ .4.10=27.1 J813=284J6 S3-</27.1 J813=284J ./< 78--8410
/<R32/<H H3< =8 =G< H2KK2731=2<J =8 8L=.24 .4.10=27.1 J813=284J6 T3= .4.10=27.1 J813=284J G.N< 2->8/=.4= -</2=J 24 =G<8/0B <J><72.110 .J =G<
L<47G-./U J813=284J =8 7G<7U =G< .773/.70B =G< 784N</O<47< .4H =G< J=.L212=0 8K N./283J 43-</27.1 78->3=.=284.1 -<=G8HJ .4H =8 2->/8N<
=G<2/ H2KK</<47< J7G<-<JB O/2H O<4</.=284J .4H J8 846 V8-< <;.7= .4.10=27.1 J813=284J 8K . /.=28(H<><4H<4= 7.>=3/< >/<H.=8/(>/<0 J0J=<-
M2=G W81124O =0>< @@@ K347=284.1 /<J>84J< ./< H</2N<H 24 =G2J >.></" FG<0 7.4 L< 3J<H .J =G< L<47G-./U J813=284J =8 N</2K0 =G< 43-</27.1
J813=284J .4H <N<4 =8 H<N<18> N./283J 43-</27.1 -<=G8HJ"

>/<H.=8/(>/<0 J0J=<-X J=/27= .4.10=27.1 J813=284JX W81124O(@@@ Y347=284.1 /<J>84J<X 7.>=3/<

研究论文$1>=*F$G<%

科技导报 73.3!75$8% 0/

C MY K



用的基本关系之一!也是生态学界和生物数学界研究的一个

重要课题 !"#$%" 本文主要研究一类比率依赖具有捕捞的捕食

者#食饵系统的解析解!导出其可能有的严格简明#不包含无
穷级数$特殊函数等%特解"

不同学科的各种基本方程的解析解!历史上对学科的发

展曾起过关键的作用" 例如各种不可压位流与常系数导热的

解析解!就曾是早年流体力学与传热学的基础 !&#’%" 后来因为

满足一定的初始和边界条件&尤其对复杂的基本方程%的解

析解很难找到! 加上电子计算机与数值计算方法的飞速发

展!在解决具体问题时就基本转向计算流体力学与计算传热

学’ 但解析解还是有其不可代替的理论价值的!而且它还可

以作为标准解来推动各种计算方法的发展" 例如!可以用来

检验各种计算方法与程序的准确性$收敛性与稳定性 !(%!也可

以启发工作者改进各种差分格式!网格生成技术等 !(%" 例如文

献!(%对可模拟叶轮机械内部三元流动得出了多个解析解!并

为多篇计算流体力学文献引用" 本文将导出捕食者#食饵系
统的一些严格解析特解!发挥其相应的作用"

! 基本方程
路霞等 !)%曾研究了比率依赖的具有第 *** 类功能性反应

函数模型" 根据文献!)%!可将一般的比率依赖捕食者#食饵的
模型变换为

+!
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其中!! 为食饵数量!"为捕食者数量!%为捕食者死亡率!& 和
" 均为大于零的常数"
考虑以固定的速率从中捕捞食饵!文献 !&%重新定义系统

的方程为

+!
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其中!# 为捕捞食饵的捕捞率"本文考虑的所有参数 &$"$% 和
# 均为正数"

" 求解简化方法
对于待求解的方程组&"%与&)%或&0%与&$%!由于其复杂

且为非线性!据所知目前尚未有简明的严格解析解" 但正如

前面引言中所述!本文的目的是求得一些严格的解以提高理

论及得到一些基准解以发展数值求解办法!所以导出一些未

有的特解也是有一定的价值的!有些类似于早年导出一些简

化数理模型的解析解的意义" 以此出发!若选择第 " 节中各
式的常数 & 与 "相等! 则各方程就都可以比较容易求解" 当
然!所得只是某一情况下的特解" 但实际上已有的解析解!绝

大多数都是特解!在历史上先后都发挥过作用"

按上述简化!令&下文中 $%均为常数%

&&"&$1 &&%
则上述 $个式子可改写为
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下面分 0 种情况给出各自的解"

# 特解
特解 ! 按上节的简化!且将式&’%与&(%相加!可得

+!
+! / +"

+! ,!-"!!.!%" &"1%

或

+!
+! !!-"!!.,! +"

+! !%" &""%

借用常见的求解数理方程的分离变量法!式&""%的左右
侧均应等于同一常数 $)!于是有

+!
+! !!-"!!.,$) &")%

+"
+! /%",!$) &"0%

当 $),1 时!所得的解很简明!下面先导出这时的解"
此时!式&")%简化为

+!
!-"!!. ,+! &"$%

积分后可得

!,!45 "!!
! /$0 &"&%

如果改用食饵数量表示!则为

!, "
"/6

$0 !!
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同样!对于式&"0%!有
+"
" ,!%+! &"(%

",6!%!/$$ &"2%
式&"’%与&"2%是最简明而严格的未考虑捕捞食饵捕捞率

的解析解!反映了食饵数量 !$捕捞者数量 " 与捕食者死亡率
%逐渐变化的情景"
特解 " 与特解 "不同或更复杂之处在于 $)!1" 这时!

由式&")%得
+!

$)/!-"!!.
,+! &"3%

对该式积分得
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与上面相同!为方便实用!也应将式"!"#由 !#!$"%的形式
转化为 "#!$!%的形式$ 通过不太复杂的推导!可得

"# !$!%$$&’(%!$$&!(%
!)(’!$!%* "!(%

式中的 !$!%和 $&分别为

!$!%#+ (’,-!! $!!-.% "!!%

$&# (’,$!! "!/%
式"!/%中!$!应大于!(0,!以免有虚数$
这很容易理解!其实特解 ( 本身就是特解 !的特解$ 当

取 $!#"时!特解 ! 的公式就会简化为特解 (的公式$
为得到 %与 !的关系!由式"(/%!可得

1%
1! ’$!’"%#" "!,%

此式也有标准的积分办法!积分后可得

%#$2 +!"!! $!" "!.%

此式与式"!(%即构成特解 !的解析解$
特解 ! 严彬 )3*因考虑以固定的速率从中捕捞食饵!将式

"(%与"!%改为式"/%与",%!前后两套公式略有不同"后者多了
一个捕捞食饵的捕捞率 &%$

但当如前采用了 #’$的简化后!使式"&%""3%中的 "!%
"!’%!

项都消除了!增加了一个常数项的影响是不大的$ 仅相当于
在式"((%&"(!%或"(/%的右端多出一个常数项$ 在此情况下!
当取 $!#" 时!无此项!但代替此项的是 &!所以当 $!#"!式"3%
与"4%的解为式"(&%和将 $! 改为 & 的式"!.%’而当两者均不
为零时!解为式"!(%和将 $!改为 $!’&的式"!.%$
由上述的解似乎可以得出捕捞率的影响很小的结论$ 实

际上这可能是假定了 #’$ 而引起的$ 有关 & 的全面作用!本

文尚有待进一步的工作!但本文的特解也包括了 & 的一些影
响$

" 结论
本文对具有 567789:;<<< 的捕食者;食饵系统的基本方

程!进行了巧妙的简化!得到其一些简明的严格解析解$ 它们
对提高理论!发展各种数值计算方法!都有相应的价值$
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!学术动态!

由中国电子学会主办的!!"#"年全国军事微波技术会议"将于 !"$%年 &月初在哈尔滨市召开#
会议征文范围$电磁场理论%数值方法与 ’()&微波毫米波天线与散射&微波毫米波器件及电路&射频功放及线性化技

术&*+, 波技术&微波毫米波系统及应用&微波毫米波测量技术&微波毫米波电磁兼容&超导微波毫米波器件及其应用&微波
毫米波新型材料与结构&微波毫米波电子对抗技术&微波能的应用及传输&-.-/ 及智能天线技术&微波遥测%遥感&微波成
像&无线数字音视频技术及其应用&无线通信网络安全及加密技术&电波传播与无线信道特性&波系统及子系统应用及其他#
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