
! 引言
本文考虑的问题为!

!"! " !# ""#
其中 !!!"!"$ "# $!!"$ " 表示对 " 的所有分量取绝对值$

该问题称之为绝对值等式问题 %$%&’()*+ ,-()+ ./)-*0’1&$
$,.&’ 文献2"3中指出$求解绝对值等式问题等价于求解背包
问题$因此问题""&是一个 4567-89 问题(文献 2:3)2;3通过将
绝对值等式转化为一个凹优化进行求解$得到了问题 ""&的
局部最优解(文献2<3中给出了该问题的牛顿法 (文献 2=3中把
背包可行性问题转化为问题""&进行求解$获得了较好的数
值结果’ 本文在假设矩阵 % 的奇异值"矩阵 !>! 特征值的非
负平方根&大于 " 时$获得绝对值等式问题存在唯一解$进而
将绝对值等式问题转化为线性互补问题进行求解’ 为此$本

文利用混合整数线性规划求解转化后的线性互补问题’ 鉴于
绝对值等式问题的求解是一个 45?7-89 问题$本文方法可作
为求解绝对值等式问题的一个有效算法’

" 绝对值等式化为线性互补问题
定义 " 对于"&!!"$都有 &>’&#@$则称矩阵 (!!"!"

为半正定矩阵(对于"&!!"# &$@$都有 &>(&A@$则称 ( 为
正定矩阵’
这里定义的半正定矩阵与正定矩阵不限制对称性$因此也

称为广义正定矩阵2B3’ 显然$广义正定矩阵包含对称正定矩阵’
若无特别说明$本文所涉及的正定矩阵均为广义正定矩阵’

定义 # 线性互补问题即为求解向量 &%!"$满足

&>C(&D)E!@F &&@F (&#)&@$简记为 $%&"(F )&’当矩阵 (为

线性规划!二次规划!双矩阵对策以及其他问题都能转化为线性互补问题"而线性互补问题又可以归结为绝对值等式问题"因

此研究绝对值等式问题是非常有意义的#绝对值等式问题是一个 $%&’()* 问题"本文给出了绝对值等式问题的一个求解方法$在假
设矩阵 % 的奇异值%矩阵 %+% 特征值的非负平方根&大于 " 时"绝对值等式问题存在唯一解"进而将绝对值等式问题转化为线性互
补问题$ 给出了求解一般线性互补问题的混合整数线性规划解法"数值实验表明此方法对求解绝对值等式问题十分有效$
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半正定矩阵时!称 !"#!!$ ""为单调线性互补问题"
引理 ! 若矩阵 #的特征值不等于 #!则 %&’!!"#!!$ """
证明

$ %#$!%" &!#’&"$!%()&!#!&"$!%(%*
!#$’%#$##$!$ %% "

*#&!#’&"$!%(&&!#!&"$!%(’*
由已知条件可知!!#!&"!#存在" 令 ’%!#!&"$!%!即 $%!#!&"!#!’’
%"!代入即得如下 !"#!!$ ""#

’)!!’’""%*$ ’’*$ !’’"’*
其中 !%!#’&"!#!&"!#$ "%&!#’&"!#!&"!#!&(%"
引理 " 若矩阵 #的奇异值大于 #! 则矩阵 !%!#’&"!#!

&"!#是一个正定矩阵"
证明 矩阵 # 的奇异值大于 #! 则 !#!&"!#存在 $否则!

(!)* 使得!#!&"!%*!即 #!%!!这表明 # 是 #的特征值!从而
# 也是 # 的奇异值!矛盾%!且 #)# 的所有特征值都大于 #!因
此对任意的 ()* 都有 ()!#)#!&"(+*成立& 而

()!#)#!&"(+*!()#)#(’()#)(!()#(!()(+*"
()!#)!&"!#’&"(+*

$,%

由于!#!&"!#存在!令 (%!#!&"!#)$()*!故 ))*%!代入式$,%整理得
))!#)!&"!#!#)!&"!#’&"!#!&"!#)+*

即

))!#’&"!#!&"!#)+* !*))*"
这说明矩阵 !%!#’&"!#!&"!#是一个正定矩阵&
定理 ! 若矩阵 #的奇异值大于 #! 则对任意的 %+()!

-./ 存在唯一解&
证明 矩阵 # 的奇异值大于 #!故!#!&"!#存在!利用引理

# 可知 -./问题可以转化为 !"#!!$ ""& 结合引理 ,可知!转
化后得到 !"#!!$ ""的矩阵 !%!#’&"!#!&"!#是一个正定矩阵!
因此这是一个单调线性互补问题& 利用文献 &0(中的结论可
知! 对任意的 %+()! 该线性互补问题都存在唯一解! 从而

-./ 问题存在唯一解&
下面通过求解线性互补问题而获得问题$#%的解& 求解

线性互补问题的算法有很多!例如投影法’内点法’非光滑牛

顿法’光滑牛顿法等 &12#*(!本文利用混合整数线性规划来求解

转化后的线性互补问题"

" 混合整数线性规划法求解线性互补问题
为了求解 !"#!!$ ""!定义如下混合整数线性规划问题"
定义 # 对线性互补问题 !"#(!$ "%!考虑如下混合整

数线性规划#

(*+!#%
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-. /6 *#!*’,"#($
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其中 *+()$ (+()!称 (*+!#%为 !"#(!$ "%问题的伴随混合
整数线性规划&##(&

引理 # (*+!#%必存在最优解 ,:’*&
证明 对于(*+!#%!,%01%21%* (1%#$ ,$ )$ )%定义的点(0$

2$ ,%是可行的*由于问题(*+!#%的可行域为紧集!故(*+!#%
的最优解存在!且满足最优解 ,:’*&
定理 " (*+!#%的最优解 ,:+*"!"#(!$ "%有解!且 ’:%

*:;,:是其中一个解&
证明 设 ,:+*!则 ’:%*:;,: 满足 #*#,:’:

1##2(:1 和 *#
,:!*3:’4"1#(:1 & 由于 (:1+8*$ #9!对于 1%#$ ,$ )$ )!或者有 ’:

1%
*!或者有!*3:’4"1%*& 因此!’:%*:;,:是 !"#!!$ ""的一个解&
反过来!假设 ,:%*!如果 !"#!!$ ""有解 ’!那么不会同时

有 ’%* 和 !’’"%*!否则意味着 "%*& 对于 1%#$ ,$ ) $ )!令

21%
#$ 若!*3’4"1+*
*! 若!*3’4"1%
$ *

$ ,%3<=8,#$ ,,$ #9! *%,’

其中 ,#%3<=
1

#
31

>31+$ %* $ ,,%3<=
1

#
!*3’4"1

> !*3’4"1+$ %* !则!0$ 2$

,"是问题!*+!#"的可行解!这与 ,:%* 矛盾& 因此!若 !"#!!$ ""
有解!则必有 ,:+*成立&

# 算例分析
用本文方法求解随机产生的算例& 这里奇异值大于 #的

矩阵 # 和向量 % 由如下 ?4@A4B程序产生#
C4=D!"E@4@7"$*"F
G%C4=D!=$="F
B%C4=D!=$#"F
-%G":G’=:7H7!="F
I<H<JK<%ELD!-"F
?%!-’7H7!="":!<=L!-27H7!="""F
I%!!-’7H7!="":!<=L!-27H7!="""27H7!="":BF

在给定矩阵 # 的阶数 ) 后!调用本文算法可快速得到原
绝对值等式问题的解&
算例 ! 取 )%M!则得到如下 -./ 问题#

#%

N6NO*O #6P*Q* #6OM#O #6PN*O
#6P*Q* N6N1PQ #6POOO #6M0,,
#6OM#O #6POOO N6101M #6N#N,
#6PN*O #6M0,, #6N#N, N6NQ*

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2

3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5M

%%

*6QPNM0
*6Q#OQ*
*6M#*,0
*61QPO

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2

3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5N

利用 !%!#’&"!#!&"!#$ "%&!#’&"!#!&"!#!&(%!将该 -./问题转化
为 !"#!!$ ""!其中

!%

#6NPNO 2*6*1ON 2*6#,1Q 2*6*10P
2*6*1ON #6N,,P 2*6*1#M 2*6##N,
2*6#,1Q 2*6*1#M #6N*1M 2*6#*P1
2*6*10P 2*6##N, 2*6#*P1 #6NP,

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2

3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5O

"%

*6,Q*1
*6,O#O

2*6*0QM
*6,MO

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2

3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5#

将线性互补问题转化为相伴的混合整数线性规划 ! 采用

RSTUV 计算&#,(可得

,:%#6******$ *:%&*6******$ *6******$ *6*N,OPQ$ *6******()

这里由于 ,:+*!所以利用定理 ,!可得到相应线性互补问题的
一个解为

’%*:;,:%&*6******$ *6******$ *6*N,OPQ$ *6******()
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从而 !"#问题的唯一解为 !$%"!#&!’%$(%&$%)*’+,)- )*’,./-
!)*),01- )*’,)1&2!
算例 ! 取 !$0"则得到如下 3"# 问题#

&$

.*415. ,*1)+0 ,*..1, ’*5151 )*4./) ’*0++5
,*1)+0 .*)./’ ,*)0’5 )*4’05 )*.,14 ’*+’4’
,*..1, ,*)0’5 4*1)0, ’*40’) )*44+0 ’*.+’0
’*5151 )*4’05 ’*40’) /*/50’ )*0.0) ’*+’’1
)*4./) )*.,14 )*44+0 )*0.0) 0*5/.’ ’*)’+/
’*0++5 ’*+’4’ ’*.+’0 ’*+’’1 ’*)’+/ .*)’0

!
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
#

$
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
&/

%$6)*.+0,, )*5,5’5 )*,),05 )*0/,’+ )*.1.’, )*)’40+72

利用 ’$%&(#&%&!#&!’- ($6%&(#&%&!#&!’!#7%"将该 3"# 问题转化
为 "#$%’- (&"其中

’$

’*1’+1 8)*)0/+ 8)*)/5+ 8)*)1’/ 8)*),,. 8)*)1)0
8)*)0/+ ’*1,// 8)*)+01 8)*))0+ 8)*),’, 8)*)114
8)*)/5+ 8)*)+01 ’*1),, 8)*)5+, 8)*),)) 8)*)1.5
8)*)1’/ 8)*))0+ 8)*)5+, ’*11)’ 8)*)’04 8)*)+’)
8)*),,. 8)*),’, 8)*),)) 8)*)’04 ’*1/.) 8)*)10+
8)*)1)0 8)*)114 8)*)1.5 8)*)+’) 8)*)10+ ’*1,,

!
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
#

$
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
&/

($6)*’/+1 )*).,4 8)*).)4 )*’05/ )*,/), 8)*’)1,72

将线性互补问题转化为相伴的混合整数线性规划 " 采用
9:;<=计算可得

%>$’*))))))- )>$6)*))))))- )*))))))- )*)0++..- )*))))))-
)*))))))- )*)/4.4472

这里由于 %>?)"所以利用定理 ,"可得到相应线性互补问题的
一个解为

$$)>@%>$6)*))))))- )*))))))- )*)0++..- )*))))))-
)*))))))- )*)/4.4472

从而 3"# 问题的唯一解为
!$%&!#&!’%$(%&$6)*).15- )*)1.0- 8)*)1,,- )*)/45- )*’11)-

8)*)14472

算例 " 取 !$/"则得到如下 3"# 问题#

&$

’)*’++, ,*5,’/ ,*1+// ’*,)+5 ’*4401 ,*,5/1 ,*5.,+
,*5,’/ ’)*,/1+ ,*5)., ’*551. ,*’4), ,*1.)5 ,*’.5.
,*1+// ,*5)., 4*..’. )*.,++ ’*./)) ,*’,)’ ,*,)5,
’*,)+5 ’*551. )*.,++ .*,5)1 )*4’.+ ’*’.14 ’*)+))
’*4401 ,*’4), ’*./)) )*4’.+ .*455’ ’*51). ’*5)05
,*,5/1 ,*1.)5 ,*’,)’ ’*’.14 ’*51). 4*10,. ’*4./+
,*5.,+ ,*’.5. ,*,)5, ’*)+)) ’*5)05 ’*4./+ 4*11,

!
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
""
#

$
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%%
&4

%$6)*’.4/ )*’41+ )*0.,, )*1),. )*5+’/ )*’5)4 )*04/472

利用 ’$%&(#&%&!#&!’- ($6%&(#&%&!#&!’!#7%"将该 3"# 问题转化
为 "#$%’- (&"其中

’$

’*,0.) 8)*)11) 8)*)1,0 8)*)’04 8)*)1,5 8)*)1+0 8)*)+40
8)*)11) ’*,005 8)*)1.4 8)*)1’. 8)*)14+ 8)*)1.5 8)*),4’
8)*)1,0 8)*)1.4 ’*,0.0 8)*)),’ 8)*)1)0 8)*)115 8)*)1/)
8)*)’04 8)*)1’. 8)*)),’ ’*,41) 8)*)’1+ 8)*),’1 8)*)’+4
8)*)1,5 8)*)14+ 8)*)1)0 8)*)’1+ ’*,.0) 8)*)’./ 8)*)’/’
8)*)1+0 8)*)1.5 8)*)115 8)*),’1 8)*)’./ ’*,.’4 8)*)1’5
8)*)+40 8)*),4’ 8)*)1/) 8)*)’+4 8)*)’/’ 8)*)1’5 ’*,.5

!
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
""
#

$
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%%
&1

($68)*)+)1 8)*)1.1 )*’,’5 )*)5/) )*’)’5 8)*)1,4 )*’+)172

采用上述方法"计算可得到相应线性互补问题的一个解为

$$6)*)11/- )*)1,1- )*)))’- )*)))1- )*)))’- )*),.)- )*)))’72

从而 3"# 问题的唯一解为
!$%&!#&!’%$(%&$68)*)’0/-8)*)’0)- )*)54’- )*),/+- )*)+41-

8)*)’1/- )*)0.+72

通过将 ! 带入 ! $&!!%"验证得到等式两边相等"即 !
为原绝对值等式问题的解! 进而选取 !$4-’)"55"’)) 以及更
大规模的例子"计算结果表明该方法也是十分有效的!

# 结论
大量数值实验表明"本文的算法对求解此类绝对值等式

问题十分有效! 鉴于绝对值等式问题的求解是一个比较难的
问题"因此本文的算法可作为求解绝对值等式问题的一个有
效算法!
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