
! 引言
复合材料是指由两种或两种以上不同物质以不同方式

组合而成的材料!它可以发挥各种材料的优点!克服单一材
料的缺陷!并且可以通过改变纤维取向和铺层顺序对其性质

以飞机机翼的颤振为实际工程背景!考虑高阶横向剪切效应"几何大变形和横向阻尼的影响!基于 "#$$% 的高阶剪切变形理
论和 &’( )*+,*( 的大变形理论!利用 -*,./0’(原理对纤维增强复合材料层合悬臂板的非线性动力学问题进行了研究# 建立了复
合材料悬臂板在面内激励和横向外激励联合作用下悬臂板广义位移形式的偏微分运动控制方程$ 利用 1*/#+2.( 方法!选取二阶模
态对复合材料层合悬臂板偏微分形式运动控制方程进行二阶模态截断!得到了具有三次非线性项%参数激励项和横向激励项的常微

分形式二自由度非线性动力学方程$在考虑主参数共振和 345 内共振的情况下!用多尺度法获得了复合材料层合悬臂板四维直角坐
标形式的平均方程$ 在平均方程的基础上!利用数值方法分析面内激励和横向激励幅值对系统非线性动力学特性的影响!得到了

645 内共振时复合材料层合悬臂板动力学方程的平面相图"波形图"三维相图和频谱图$ 结果表明!随着外激励的变化!系统会出现
单倍周期运动"多倍周期运动"概周期运动和混沌运动$
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加以调整! 复合材料层合板结构具有重量轻"强度高"耐疲
劳"可设计性好"加工成型方便等特点#已逐步取代木材及金
属合金的材料板#广泛应用于航空航天"导弹"交通"船舶以
及建筑等领域! 但是随着复合材料层合板结构不断向大型化
和柔性化方向发展#板的振动问题显得日益突出#尤其是非
线性动力学响应对板的控制起着极为重要的作用! 因此#研
究复合材料层合板的非线性动力学特性对板的设计和控制

具有非常重要的工程意义! 国内外很多学者对复合材料层合
板的非线性动力学特性进行了大量研究#但对于复合材料层
合悬臂板的研究相对很少!
本文利用高阶剪切变形理论对复合材料层合悬臂板模

型的非线性动力学行为进行研究! 经典层合板壳理论是基于
!"#$%%&’’()&*+假设的经典理论及一阶剪切变形理论发展而
来! 但经典理论忽略了横向剪切变形和转动惯量#在处理相
对较厚的板以及较高的弹性模量与剪切模量比值的情况时

并不适用! 为了考虑横向剪应力的影响#国外学者于 ,- 世纪
.- 年代提出了高阶剪切变形理论!

/01- 年#2+*"34&35/6最早用高阶剪切变形理论研究了弹性

板的静力学和动力学问题! /017年#8+99:5;(76提出三阶剪切变
形板理论# 可以很好地描述沿厚度方向剪切变形的变化#而
后又将此理论推广到包含几何非线性的复合材料层合板中!

/010年#<&&# 和 =>#?&35@6讨论了不同的层合板建模方法! /007
年#8+99: 和 8ABB"35C6综述了等效单层和 2D:+#EF"4+ 层合板理
论并且提出了他们的有限元模型! 同年#2"+F 等 5.E16总结了正

交层合板的高阶理论#并通过所研究板的不同形状对以往研
究加以分类! /00C年#G%D39"#DHD3"等506用 IDJ+#K"3 法和连续
弧长方法研究了层合板的颤振和几何不完全剪切变形! ;---
年#L%"?+等5/-6研究了各种设计参数对复合材料夹层板自由振

动的影响! ;--;年#LD3M等5//6用 NOPQ方法对复合材料层合
板的弯曲变形"自由振动和弹性屈服进行了分析!;R-@年#S+
等5/;6利用全局摄动法研究了复合材料层合板的非线性动力学

行为! ;--.年#SD& 等 5/T6分析了在参数激励和横向激励共同作

用下薄板的全局动力学! ;--1 年#U%D3M 等 5/76研究了 /VT内共
振情况下复合材料压电层合板的动力学响应! 同年#W"3M%5/@6

用高阶剪切变性理论研究了不同弹性支撑条件下的几何非

线性层合板!
在层合板的研究中#大多数使用了简支等边界条件较简

单的板模型进行研究! 虽然对边简支板的横向振动可以求得
精确解#但是对于其他支撑情况#仍很难求得满意的结果#只
能用各种近似解来求解! 其中较典型的是一边固定"三边自
由的悬臂板问题! 随着悬臂板结构在工程实际中的应用越来
越广泛# 学者们提出了很多方法# 其中得到广泛应用的有

2+"44D 等 5/C6提出的基于悬臂梁形函数的 8D:J+"M%E8"?X 方法#

=%D?5/.6提出的带有逐阶正交特性的多项式法#以及 Y&44" 等 5/16

使用的有限元方法$NZ[%!
本文以面内激励和横向外激励联合作用下的复合材料

层合悬臂板为研究对象#考虑高阶横向剪切变形和横向阻尼

对系统的影响#综合运用 IDJ+#K"3方法"多尺度方法以及数值
仿真方法研究复合材料层合悬臂板的非线性动力学行为!

! 复合材料悬臂板的动力学模型
本文以飞机飞行中机翼颤振为工程背景#将机翼简化为

如图 / 所示的复合材料悬臂板结构! 模型同时受到 !方向的
面内载荷与横向面外载荷联合作用#振动过程中考虑横向阻
尼的影响! 夹层板的长"宽"高分别为 ""#"$#直角坐标 %&!位
于层合板的中性面内#’轴向下# 设板内任一点沿 &"! 和 ’ 方
向的位移分别为 (") 和 *#沿着 & 方向作用的面内载荷为 +\
+R]+/$&4!/,#横向载荷为 -\--$&. !%$&4!;,#其中#+- 为面内载

荷的平均值#+/ 为面内载荷的周期扰动载荷的幅值#!/ 为扰

动载荷的频率&--为横向载荷的幅值#!;为横向载荷的频率#,
为时间变量! 本文考虑一块复合材料层合薄板#由多层单层
板粘合在一起#假设其层与层之间粘结良好#等厚且层间变
形连续#总厚度符合薄板假设!

采用 Y+99:的三阶剪切变形理论建立板的非线性动力学
方程! 由 Y+99:的三阶剪切变形板理论可知#板的位移场为

(^&. !. ’. ,_\(-^&. !. ,‘]’"&^&. !. ,‘!’a 7
a$, "&] #*R

$&! "$bD%
)^&. !. ’. ,‘\)R^&. !. ,‘]’"!^&. !. ,‘!’T 7

T$,
"!] $*R

$!! "$bB%
*^&. !. ’. ,‘\*R^&. !. ,‘ $bc%

其中 (R")R"*R为中性面上的位移#"&""!为中性面法线相对于

&"! 轴的转角#$ 为板的高度!
应变与位移的关系即几何关系为非线性关系

%&&\ $($& ] b
,

$*
$&! ",# %!!\ $)

$! ] b
,

$*
$!! ", # %’’\ $*$’ #

&&!\ $($! / $)$& / $*
$&

$*
$! #&!’0 $)

$’ / $*$! #&&’0 $($’ / $*
$&

$,%
根据 dDH"J?&3 原理#得到系统广义位移形式的偏微分动

图 ! 受横向与 ! 方向的面内载荷联合作用下的
层合悬臂板模型

"#$% ! &’()* ’+ ,-) .*/,) 0123)4,)( ,’ #56.*/5) /5(
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力学方程为
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其中$)!’ .
(2" $)"’()!$$为横向振动阻尼系数$
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! "#$%&’() 离散
通过 7)89:;2< 原理所得到的广义位移运动控制方程组

!("为偏微分形式& 为了方便后续的分析和研究$需要使用
=):5>?9<方法将偏微分方程离散为常微分方程组&
对于面内载荷与横向面外载荷联合作用下一边固支’三

边自由的复合材料层合板$ 横向非线性振动是其主要振动形
式$且远大于其面内振动$因此很多学者对悬臂板进行研究时
只考虑其横向振动位移$以方便进一步分析@!A0"#B&本文也将采取
这种处理方法$并对横向非线性振动的位移 &进行二阶离散&
设横向位移 &模态的函数为

&#’&!+.,;!+#,<!+$,$&"+.,;(+#,<!+$, !."
把式!."带入方程!(1"$并在方程两边分别乘以相对应的

模态函数后$在整个板内积分$对方程进行无量纲化$利用三
角函数的正交性$得到两自由度非线性动力学方程为

&! !$$!&" !$&"
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! ’@"A"123#". !/-"

* 摄动分析
采用多尺度法对偏微分方程进行摄动分析$引入小参数

’$并设方程的解为
&!+.: ’,’&!# +B#6 B!,$’&!!+B#6 B!,&"+.: ’,’

&"# +B#6 B!,$’&"!+B#6 B!, !%"
其中 B#’.$B!’’.&
引入微分算子
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图 ! 混沌运动
"#$% ! &’()*#+ ,)*#)- ). *’/ +),0)1#*/ 2(,#-(* +(-*#2/3/4 02(*/

考虑主参数共振!!"#亚谐共振和 !$#内共振"即
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! % !

& ! #’#$!""#
# %% #’&$# #($

其中 $!和 $#为调谐参数%

得到 !$# 内共振情况下直角坐标形式的平均方程为
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5 数值模拟
数值模拟是研究系统非线性动力学特性的有效方法"本

文利用相图’ 波形图和频谱图反映系统的非线性动力学行
为"随参数变化的相图和波形图反映了参数对系统非线性动
力学行为的影响( 利用 2345678399- 法对复合材料层合板系
统在 !"# 亚谐共振 ’!$# 内共振情况下的平均方程进行数值
仿真"主要研究外激励对复合材料层合板运动的影响( 为了
研究外激励在复合材料层合板结构的混沌运动中所起的作

用"选定一组初始参数 "改变外激励 ’# 的大小"研究激励幅
值对复合材料层合板运动的影响(所选取的参数和初值分别
为 ’! %:;:!:<"’# %:;:/#,"$! %):"$# %!#:;:,("$! %!(;/,)="#! %
=;#"%#%!;&#"%)%:;!,"%/%:;#/"%(%:;("&#%!;/"!!:%:;&&"!#:%:;<,("
!):%:;)/"!&:%:;/"然后改变外激励 ’#"当激励 ’#%&/;/ 时系统
发生多倍周期运动" 如图 # 所示( 持续增大激励幅值到 ’#%
#(:;/ 时"系统发生混沌现象"如图 ) 所示( 从以上结果能明
显地看出"改变横向外激励 ’ 的幅值可以显著改变系统的振
动状态(

图 6 多倍周期运动
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A 结论
本文利用 !"#$% 的高阶剪切理论和 &’()*+,- 原理建立

了面内激励和横向外激励联合作用下的复合材料悬臂板的

非线性偏微分运动控制方程! 综合运用 .’*"/0)- 方法和多尺
度法!得到了系统的平均方程!并用数值方法研究了其非线
性动力学行为"
通过分析数值方法获得的三维相图#二维相图#波形图

和频谱图!在确定几何和材料参数的情况下!外激励的变化
对系统的动力学行为有非常大的影响" 在不同取值范围内!
可以出现不同的非线性动力学现象" 随着激励幅值的变化!
系统的动力学响应会呈现多倍周期运动#周期运动#概周期
运动!以及混沌运动" 由此可见!横向外激励是影响系统非线
性动力学行为的主要因素之一!通过改变横向外激励可以对
复合材料悬臂板的非线性动力学行为产生显著影响"
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