
现有的响应曲面是按最小二乘法实现的! 提出一种响应面拟合方法"使响应面函数同样本值之间的最大距离极小! 该方法运

用 0"($%%(&’("$(")1+#$,-./%#" 函数的特性#建立数学模型$采用求导%泰勒展开%数值迭代等方法确定响应面函数的系数! 在数值
迭代过程中以最小二乘法获得的结果作为迭代初值! 通过一系列算例得出$0"#$%%#&’#"$#")1+#$,-./%#" 函数法获得的响应面函数
能够达到最大距离最小的目的&该方法获得的响应面函数与最小二乘法拟合的响应面函数相比$在与样本值差的均方根相对增加不

大的情况下$能显著减少最大距离&采用变熵参数方法能获得更好的解’ 本途径不仅丰富了响应面的构造方法$而且可满足实际工

程问题中希望响应函数与样本值最大距离极小化的需求!

响应面方法&最大值极小&0"#$%%#&’#"$#")1+#$,-./%#"函数&最小二乘法
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! 引言
在工程实际应用过程中!需要将实体实验或数值实验获得

的数据点进行拟合!得到响应面函数" 现有的响应面方法通常
采用最小二乘法!即拟合值与样本值在各点的残差的平方和最
小来确定响应系数" 例如!!"#$%&"等’()利用最小二乘法构建响

应函数!快速设计铝板的成形参数#*+"等’,)运用响应面模型预

测空气扩散的性能指标#-%./$0$等’1)则运用移动最小二乘法建

立的响应面进行形状优化"能否为响应面方法提出更多的构造
途径!从而丰富理论和方法的研究!同时为工程实用奉献更广
泛的选择" 文献23)通过精确映射反演方法!给出了处理最大值
极小问题的统一方法! 并在文献 24) 中指出 5&$677$89$&6$&:
;<$60="%7$&函数$5:;函数%与模函数法函数本质上是相同的&
本文在以往研究的基础上!提出了响应面函数距样本值最大离
差值极小化的方法&该方法有着实际的工程应用前景&如’在形
状误差测量中!通过对测量数据点进行拟合!得到理想几何形
状!要求实际要素与该理想几何形状的最大距离最小2>)&以往采
用最小二乘法对数据点进行拟合!这种方法与形状误差的定义
存在差距!有时会产生较大误差&
本文提出的问题属于最大极小化$?6069"@%问题!可以

采用 5:;函数求解&以往更多的是在各个函数表达式都确定
的情况下进行优化求解!如艾剑良等 2A)将 5:B 函数法运用到
已知多个目标函数求解最大值最小化!文献’C)和2D)将其用于
连续体结构拓扑优化& 本文运用该方法确定响应面函数的系
数&

" #$%&’’%()%$&%$*+,%&-./0’%$函数
5:B 函数首先应用于控制系统的设计 2EF)!随后它作为将

许多约束转换成单个累积约束函数的方法应用于结构优化

设计& 5:;函数定义如下&
对于标量函数 !GH!IJ !KH!LJ (J !"H!L!构造标量函数

!!#H!EJ !,J )J !"LM E
$ 80

%

&ME
!$

$!’ H(L" #$ 960 *E%

式中!$NF 为熵参数!% 为标量函数个数!!MO(EJ (,J )J ()LP!函
数 #H!EJ !,J )J !%L称为关于 !EJ !,J )J !%的 5Q;函数+可以证明!
5Q; 函数具有以下性质’

9"@H!&L%#H!GJ !KJ ,J !%L%9"@H!&LR G
$ 80% *K%

显然 5:; 函数处处连续-可导!其物理意义可用图 G 描
述"由图 G可见!5:;函数描述了 !GJ !KJ ,J !%所构成的包络线
*对于二维为包曲面!对于 ) 维为包络超曲面%!随着 $ 的增
大!5:;函数将靠近 9"@H!&L边界"

1 数学模型和求解策略
按照统计学的概念!实验数据包括两部分!一部分是与

因素相关的!即样本点!定义为 !HGLJ !HKLJ ,J !H&LJ ,J !H%L!每组样
本点 !H&L包含 ) 个因素#另一部分则是与样本点对应的响应!
即样本值!定义为 !HGLJ !HKLJ ,J !H&LJ ,J !H%L!表示第 & 组样本点 !H&L

对应的样本值为 !H&L!共 %组"
假定响应面函数为一次函数!定义为

!&H!* !LM!FR
)

+MG
!!+ (+ *1"%

若响应面函数为含交叉项的二次型!则

,&M!FR
)

+MG
!!+ (+R

)

’MG
!

)

+M’
!!’+ (’ (+ *1S%

式中!!F为常数项待定系数!!+ 为一次项待定系数!!’+ 为二次

项待定系数!共H)RGLH)RKLTK 个"
令

(FMG
(GM(GJ (KM(KJ ,J ()M()

()RGM(K
G J ()RKM(K

K J ,J (K)M(K
)

(K)RGM(G(KJ (K)RKM(G(1J ,J (&!GM()!G()

’
)
)
)
)
)
(
)
)
)
)
)
*

*3"%

"FM!F

"GM!GJ "KM!KJ ,J ")M!)

")RGM!)RGJ ")RKM!)RKJ ,J "K)M!K)

"K)RGM!GKJ "K)RKM!G1J ,J "&!GM!H)!GL+

’
)
)
)
)
)
(
)
)
)
)
)
*

*3S%

将式*3%代入式*1S%!得到统一的简单形式为

!&M
&!G

’MF
!"’(’ *4%

根据响应面函数与样本值的差的最大值最小!有目标函数

!!!9"@ !&H!H&LJ "L!!H&L $ 960 *>%

为便于计算!以上模型等价于下式’

!!!9"@H !&H!H&LJ "L!!H&LLK$ 960 &MGJ KJ ,J % *A%
由于目标函数为求 % 个标量函数的最大值!因此本文采

用 5:; 函数法" 于是式*A%转换成求解下列函数的极值’

#M G
$ 80

%

&MG
!$$H !&H!

H&L
J "L!!

H&L
L
K+ ,$ 960 *C%

令响应面函数与样本值的差值为 -H!H&LJ "L!即

-H!H&LJ "LM !&H!H&LJ "L!!H&L *D%
于是有

!!#M G
$ 80

%

&MG
!$$-

K
H!

H&L
J "L" ,$960 *GF%

根据极值条件!有

图 " #*+ 函数示意
2&34 " +5%,6. 78 #9+ 80-6,&7-
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图 ! 常熵参数程序流程图
"#$% ! "&’()*+,- ’. )’/0-+/- 1/-,’23 2+,+41-1, 2,’$,+4

图 5 变熵参数程序流程图
"#$% 5 "&’()*+,- ’. 6+,#+7&1 1/-,’23 2+,+41-1,0 2,’$,+4
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理论上$式"$%#联立即可求出 "$然而由于该方程组是高
度非线性的$需要通过数值迭代求解% 本文以最小二乘法拟
合得到的 ""为初始展开点$采用一阶泰勒展开$于是式"$%#
在 ""点展开$有
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$
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为了方便求解$对式"$/#两边除以一个非零数$有
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$
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在该程序的运行过程中$) 的大小影响响应面函数的系
数$随着 ) 的增大$123 函数将靠近 456&+&(边界$解也就更精
确$然而当 ) 大到一定程度时会出现数值溢出%

5 算例
算例 8 一次响应面$$ 个因素$$" 个样本点% 样本点和

样本值如表 $所示%

在计算中$本文采用两种方式’常熵参数 ) 方法和变熵
参数 )方法进行迭代计算%
方式 8 常熵参数 ) 方法$ 程序流程如图 % 所示% 每组

)$都是采用最小二乘法确定初始 ""% 增大 ) 直到出现数值溢
出%本算例当 )78时$数值溢出%其计算相应的值见表 $中对
应的 )!8行%

方式 ! 变熵参数 ) 方法$程序流程如图 .所示%逐渐增
加 )$对于不同的 )$则以上次的 ) 获得的响应系数作为初始
值% 采用这种方法后$)790时$数值才出现溢出% 相应的计算
结果同样填入表 %% 从表 % 可以看到$! 方式 $ 的响应函数
拟合值与样本值的最大值为 %:;$88$而方式 % 为 %:;$$$(采用
方式 % 的变熵参数方法能够获得更好的解( " 随着 ) 的增

表 8 一次响应面 89 个样本点 8个因素
:+7&1 8 ;#/1+, ,102’/01 0<,.+)1 (#-* 89

0+42&1 2’#/-0 +/= 8 .+)-’,

序号 样本点 样本值

$
%
.
/
0
<
8
9
;

$"

":%
$:%
%:.
.:$
/:.
0:$
0:;
8:$
9:.
;

/:%
<:8

$":0
$$
$%
$%:0
$0:%
$<:0
%0
%8
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加!拟合值与样本值差值的最大值减少!而差值的均方根有
小幅增加"! 为了比较这种减少及增大的趋势!不妨比较相
对误差项! 即以表 ! 第 ! 列和第 " 列中的最小值为基准值!
该列的其他值与该值差值的绝对值与该值的比值为相对误

差!将其分别列入表 !中的第 # 和第 "列#可以看到采用最小
二乘法!其与样本值差的最大绝对值比本文大 $!%"&’!而采
用本文方法!其与样本值差的平方和的均方根仅比最小二乘
法的大 (%$!)’#

图 " 是两种方法拟合得到的一维直观图!图 & 则反映出
随着熵参数 !的增加!最大离差值逐渐收敛#

算例 ! 一次响应面!! 个因素!&个样本点#样本点和样
本值如表 *所示#

本例同样采用常熵参数方法和变熵参数方法进行迭代#
常熵参数方法 !+$&,-$ 时 ! 数据溢出 " 变熵参数方法 !+
.(,---时数据才溢出# 最大差值由 -%-&-$.,降到 -%-&---(#
从表 " 中同样可以看到!采用最小二乘法!其与样本值

差的最大绝对值比本文大 $/%/-’!而采用本文方法!其与样
本值差的平方和的均方根仅比最小二乘法的大 .%""’#
算例 " 二次响应面!$ 个因素!/个样本点#样本点和样

本值如表 &所示#
本例同样也采用常熵参数方法和变熵参数方法进行迭

代# 常熵参数方法 !+& 时!数据溢出"而变熵参数方法 !+/&
时数据才溢出# 最大差值由 *%$$)-降到 .%),*.#

表 ! 算例 # 最小二乘法与本文方法的比较
$%&’( ! ) *+,-%./0+1 &(23((1 24/0 ,(24+5 %15 24( ’(%026078%.(0 ,(24+5 +9 :;%,-’( #

012"3#4
与样本值差的最大

绝对值的相对误差

$-

$5$
!%6$4. $-" 样本值差的均方

根的相对误差
&- &$

最小二乘法

!5.
!5"
!5)
!5(
!5$-
!5.-
!5#-
!5"-
!5&-
!5)-
!5(-
!5,-

-%#.(#)!$-$

-%./#))!$-$

-%./.#$!$-$

-%./$,/!$-$

-%./$((!$-$

-%./$&&!$-$

-%./$#-!$-$

-%./$..!$-$

-%./$$(!$-$

-%./$$&!$-$

-%./$$#!$-$

-%./$$.!$-$

-%./$$$!$-$

-%$."&"
-%,(&-)!$-7.

-%"$**&!$-7.

-%.),,)!$-7.

-%..)(.!$-7.

-%$&*-/!$-7.

-%)&(("!$-7*

-%*)&(.!$-7*

-%.$/&.!$-7*

-%$*$(&!$-7*

-%(*.-)!$-7"

-%*$*(,!$-7"

-%-----

-%.-$))!$-$

-%.$*/$!$-$

-%.$"/(!$-$

-%.$&**!$-$

-%.$&""!$-$

-%.$&)*!$-$

-%.$&,)!$-$

-%.$&/*!$-$

-%.$&/(!$-$

-%.$)--!$-$

-%.$)-$!$-$

-%.$)-.!$-$

-%.$)-*!$-$

-%-----
-%)-(",!$-7$

-%)&/,,!$-7$

-%)(,-&!$-7$

-%),***!$-7$

-%)/.,"!$-7$

-%(-"-(!$-7$

-%(-(,"!$-7$

-%(-/(*!$-7$

-%($-,(!$-7$

-%($$)*!$-7$

-%($.$(!$-7$

-%($.&(!$-7$

-%*.$&(!$-$

-%.-*."!$-$

-%$/(//!$-$

-%$/)$,!$-$

-%$/&))!$-$

-%$/"(*!$-$

-%$/*)"!$-$

-%$/*.(!$-$

-%$/*-/!$-$

-%$/./,!$-$

-%$/./-!$-$

-%$/.,&!$-$

-%$/.,$!$-$

-%.**.$!$-$

-%."&$*!$-$

-%."&),!$-$

-%."&,(!$-$

-%."&/*!$-$

-%.")-*!$-$

-%.")$&!$-$

-%.")$/!$-$

-%.").$!$-$

-%.")..!$-$

-%.").*!$-$

-%.").*!$-$

-%.")."!$-$

图 < 最大离差值与 ! 的关系
=/>? < @(’%2/+104/- &(23((1 24( ’%.>(02

5/99(.(1*( A%’8( %15 !

图 B 算例 # 两种方法拟合的图形
=/>C B =/22/1> *8.A(0 &D 23+ ,(24+50 +9 :;%,-’( #

表 " 算例 ! 的 < 个样本点 !个因素
$%&’( " < 0%,-’( -+/120 %15 !

9%*2+.0 +9 :;%,-’( !

序号
样本点

样本值 ’
($ (.

$
.
*
"
&

$%$
$
.%$
*
*%$

$
.%$
.
$%$
.

&%$
,%$

$-%$
/%$

$.%$
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表 ! 算例 " 的 # 个样本点 $ 个因素
%&’() ! # *&+,() ,-./0* &/1 02- 3&40-5* -3 67&+,() "

从表 ! 中同样可以看到!采用最小二乘法!其与样本值
差的最大绝对值比本文方法大 "!#"$%! 而采用本文方法!其
与样本值差的平方和的均方根! 仅比最小二乘法得出的大

&#’(%"
算例 " 二次响应面!)个因素!*个样本点"样本点和样

本值如表 +所示"
本例同样也采用常熵参数方法和变熵参数方法进行迭

代" 常熵参数方法在 !,(! 时!数据就会溢出#而变熵参数方
法 !,(--- 时数据才会溢出 " 最大差值由 -#!&!’ 下降到
-#("$’"

表 " 算例 $ 最小二乘法与本文方法的比较
%&’() " 8-+,&5.*-/ ’)02))/ 09.* +)09-1 &/1 09) ()&*0:*;<&5)* +)09-1 -3 67&+,() $

./0"1#2

与样本点差的

最大绝对值的

相对误差

&

$3"
!%4$2

)

!&" 样本点差的均

方根相对误差
&- &" &)

最小二乘法

!3)---
!3(---
!3!---
!3’---
!3"----
!3")---
!3"(---
!3"&’-"
!3"!---
!3(----
!3"-----
!3)-----
!3)+’---

-#&**+(!"-5"

-#&-*$"!"-5"

-#&-(’+!"-5"

-#&-$$-!"-5"

-#&-)&-!"-5"

-#&-)-"!"-5"

-#&-"!’!"-5"

-#&-"((!"-5"

-#&-")’!"-5"

-#&-")!!"-5"

-#&--&"!"-5"

-#&--)-!"-5"

-#&--"-!"-5"

-#&---+!"-5"

-#"**$"
-#"’(!$!"-5"

-#*&*+"!"-5)

-#!(&)!!"-5)

-#(’()&!"-5)

-#$’!$*!"-5)

-#$)-!)!"-5)

-#)+$$*!"-5)

-#)("*+!"-5)

-#)$+’"!"-5)

-#’+-(*!"-5$

-#)!""’!"-5$

-#&+)’)!"-5(

-#-----

-#$(&""!"-5"

-#(*+’-!"-5"

-#(*’’)!"-5"

-#(**)-!"-5"

-#(**$*!"-5"

-#(**&"!"-5"

-#(**&*!"-5"

-#(**!&!"-5"

-#(**!*!"-5"

-#(**!*!"-5"

-#(**’+!"-5"

-#(***&!"-5"

-#(***+!"-5"

-#(***’!"-5"

-#-----
-#"**!!!"-5"

-#))-!$!"-5"

-#))’)*!"-5"

-#)$))+!"-5"

-#)$(+-!"-5"

-#)$!$(!"-5"

-#)$+&)!"-5"

-#)$’"’!"-5"

-#)$’("!"-5"

-#)())-!"-5"

-#)($+(!"-5"

-#)(()&!"-5"

-#)(((-!"-5"

5-#"&&)&
5-#"&-**
5-#"&-&"
5-#"&-$&
5-#"&-)!
5-#"&-)"
5-#"&-"+
5-#"&-"&
5-#"&-"$
5-#"&-"$
5-#"&--&
5-#"&--)
5-#"&--"
5-#"&--"

-#)--"*!"-"
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-#)---)!"-"

-#)---"!"-"

-#)---"!"-"
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-#)---"!"-"
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-#$---(!"-"

-#$---$!"-"

-#$---)!"-"

-#$---)!"-"

-#$---"!"-"

-#$---"!"-"

-#$---"!"-"

-#$---"!"-"

-#$----!"-"

-#$----!"-"

-#$----!"-"

-#$----!"-"

表 = 算例 > 的 # 个样本点 ? 个因素
%&’() = # *&+,() ,-./0* &/1 @ 3&40-5 -3 67&+,() >

表 A 算例 > 的最小二乘法与本文方法的比较
%&’() A B 4-+,&5.*-/ ’)02))/ 09.* +)09-1 &/1 09) ()&*0:*;<&5)* +)09-1 -3 67&+,() >

./0"4$2

与样本点差的

最大绝对值的

相对误差

*

$3"
!"4$2

)

!*" 样本点差的均

方根相对误差
&- &" &)

最小二乘法
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!3&-
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$#""!-
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样本点

样本值 ’
5(#-
5"+

5$#-
5"&

5)#-
5!

5"#-
5"#$

-#-
"#-

"#-
&#-

)#-
!#-

$#-
$#-

(#-
5$#-

" ) $ ( & ! + ’ *
- " ) $ ( & 5" 5) 5$
- 5" 5) 5$ 5( " ) $ (
" ’#) "*#’ $&#’ &!#) $- 5)#! -#+ ’#(

序号

样本点

样本值 (

)"

))

研究论文!B50.4()*"

科技导报 $C@C#$D!@" A!

C M Y K



表 ! 算例 " 的最小二乘法与本文方法的比较
#$%&’ ! ( )*+,$-./*0 %’12’’0 13./ +’13*4 $04 13’ &’$/15/67$-’/ +’13*4 *8 9:$+,&’ "

从表 ! 中!同样可以看到采用最小二乘法!其与样本值
差的最大绝对值比本文方法大 "#$%&’! 而采用本文方法!其

与样本值差的平方和的均方根 ! 比最小二乘法得出的大

(!$)(’"

*+,!-".
与样本点差的

最大绝对值的

相对误差

%

"/)
!!-".

0

!%"
样本点差的

均方根相对

误差

#1 #) #0 #( #2 #3

最小二乘法

$/01
$/21
$/24
$/)11
$/)111
$/0111
$/(111
$/2111

1$535!
1$22!3
1$2(0(
1$2(11
1$2001
1$2)50
1$2)3%
1$2)3!
1$2)3!

1$3&%&111
1$1&!!(11
1$1(%&(11
1$1(2)311
1$1)2%211
1$11))311
1$111(!21
1$111)0!)
1$1111111

1$0!5(
1$(0(5
1$(2!3
1$(32)
1$(&55
1$(%21
1$(%31
1$(%3(
1$(%33

1
1$)(1)
1$0)&1
1$0(5!
1$()30
1$(&50
1$(&%5
1$(!1&
1$(!)(

)$15&
)$((%
)$21(
)$2))
)$2(&
)$22&
)$22!
)$22!
)$22!

0$())
0$0(1
0$1!!
0$1&)
0$10)
0$11)
0$111
0$111
0$111

60$&&3
60$51&
60$&)5
60$&0%
60$&53
60$&!)
60$&!0
60$&!0
60$&!0

1$%()%
1$%%2!
)$1)1
1$)1))
)$1)2
)$1)2
)$1)2
)$1)2
)$1)2

1$3!0!
1$0%!3
1$()%(
1$(01%
1$(033
1$((10
1$((13
1$((13
($(15

61$25( &
61$&03 (
1$5!0 %

61$5&% (
61$55% 0
61$550%
61$5505
61$5503
65$503

" 结论
)# 采用一种响应面拟合方法!即适用于一次多变量响应

面!也适用于二次多变量响应面系数的确定!算例表明获得
的响应函数能够达与样本值差的最大距离最小的目的"

0$ 该方法获得的拟合函数与最小二乘法的拟合函数相
比!与样本值差的均方根相对增加不大的情况下!能显著减
少最大距离%

($ 采用变熵参数方法能获得更好的解数值"
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