
! 引言
文献!"#提出图式流形的概念!文献!$#"!%#将如何求 !&"’

的同胚等价类问题转化为一类简单无向图的二边着色计数

问题!文献!(#给出了 #)和 $*图式流形拓扑分类的下界!文献

!+#研究了正则图的染色问题# 目前对轮图$由 %!, 个顶点的
圈和 , 个中心点构成的图 &%%中心点与圈上的点都邻接&的
研究%文献!-#"!%#给出了 &.%&/拓扑分类的个数’本文从图染
色理论出发%探讨收缩为 &%的图式流形同胚等价类的个数%
以及所有互不同构的着色构成代表系需要满足的条件’ 利用

图论中的边染色理论结合扭转运算%在同胚的意义下得到并
绘出了具有收缩 &)%&*的图式流形的代表图形%它们分别只
有 ,) 和 %0 个’

" 相关概念
设 $% 为&%!,1维单形的一维骨架 !,#%"% 为以 $% 为缩影的

图式流形集合’ 对$%!,&维单形的一维骨架样图式流形可以
进行以下构造(将 $%的每一个顶点 ’ 换成一个圆周 (,%每一
条边 )换成一根圆管 *2(,"!03 ,#%其中 (,"405表示圆管的一个

图式流形是将简单无向图中的所有边用管取代!所有顶点用圆周替换而得到的一种新管型曲面" 这些管型曲面即是图式流

形#而简单无向图则称为相应图式流形的缩影" 若图式流形的圆周采取不同的覆盖映射#则可得到不同的图式流形" 这些图式流形

有无限多个#而计算所有这些图式流形同胚分类的个数#并给每一种同胚类型指定一个图式流形的代表#即为图式流形的拓扑分类

问题" 本文从图染色理论出发#对收缩为 " 个顶点的轮图 !"进行了研究#探讨收缩为 !"的图式流形同胚等价类的个数#以及所有

互不同构的着色构成代表系需要满足的条件"利用图论中的边染色理论结合扭转运算#在同胚的意义下得到并绘出了具有收缩 !#!

!$的图式流形的代表图形#它们分别只有 "#和 %!个"
图式流形$"&单形$"&骨架$同胚类

!’"()*( + "!!!,)#()%-!"!&!"&!!($&!.
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边界!!!!"!#表示圆管的另一个边界"如果顶点 " 与边 # 关联!
则将圆周 !!与圆管 $$!%!&’( !)黏结!这样就得到了一个拓扑
空间!称这样的拓扑空间为#%"!$维单形的一维骨架样图式
流形!记为 &*’%+%
简单无向图的二边着色是指边集 (的一个划分 !$*(%( (,+!

并且约定 (%边为负边!染成黑色"(,边为正边!染成白色% 这
样一来!图 ) 的一个图式流形同胚等价类问题就转化成图的
二边着色 !计数问题!用 (%*!+表示关于着色 !的黑边集%
定义 ! 设 "**+为图 * 的自同构群!两种着色 ! 与 !#称

为是同构的!记为 !!!$(如果存在一个自同构 #""**+!使得
*+, "+"(%*!+的充分必要条件是

*#*++( #*"++"(%*!$+
定义 " 着色 !与 !$的积 !-!$定义为 (%*!-!$+.(%*!+!(%*!$+!

其中!!表示集合的环和运算%
设#为图 * 的所有二边着色构成的集合!在环和运算下

构成 /012 群!记为 -*)+.*#( -+"一切以边割集#含空集&为黑
边集的着色构成的子群记为 .**+."!"-**+ 存在 /’$0 使得

(%*!+.&0’( 0%’)#%
引理 ! 着色 ! 可以通过一系列扭转变换转化为 !$!当

且仅当 !-!$".**+&,)%
定义 # 如果存在 $".**+!以及自同构 #"%**+使得

#*&-!+.!$!则两种着色 !与 !$称为是 1等价的’记为 !2!$&%
定义 $ 如果#的子集 3 与每一个 13等价类均有非空

的交集!则称 3 为代表系"如果#的子集 . 既是代表系!又是
独立系!则称 . 为横贯%

" 主要结果
由此!可以得出以下 4个定理%
定理 ! 设 3 是#中所有互不同构的着色构成的子集!

若对任意的 !"3!都有(对任意的顶点子集 0’$0!边割集

&0’( 0%’)中的黑边数&白边数!则 3 构成一个代表系%
证明 设 3 是满足上述条件的所有互不同构的着色构

成的集合!想证明 3 是图 * 的所有二边着色构成的集合的代
表系!即证明 3 与每一个 1 等价类都有非空的交集!亦即对
于每一个着色 !’!且 !’’3!都能够找到一个着色 !!且 !"3!
使得 !’与 !是 1等价的%这样就证明了 !’与 !属于同一个 1
等价类% 因此!!属于 3 与 !’所在的 1等价类的交集!故这个
交集非空!又由 !’的任意性可知!3就是一个代表系%
事实上!对任意的染色 !’!若 !’’3!则 !’不满足条件!所

以存在顶点子集 0’!使得 4’.&0’( 0%’)中 !’的黑边数5白边数%
令 &’是将 (’的边全染黑!其余边全染白的染色!则 &’-!’.!%!
因此 !%和 !’是 1等价的!并且 !%中的黑边数%!’中的黑边数%
再对 !%进行如上讨论可知! 有 &%-!%.!,!!,和 !%是 1 等价的!
而且 !,中的黑边数%!%中的黑边数% 如此下去!由于 (’*!’+ 5
(%*!%+ 5 (,*!,+ 5)!总能找到一个着色 !5"3!且 !5和 !’是 1
等价的% 所以 3就是一个代表系% 证毕%

轮图 6%圈上的边记为圈边! 与中心点关联的边记为辐
条%
定理 " 轮图 6%的任一图式流形在扭转变换意义下可

以满足如下 6点(
%& 圈上的黑边数&%"
,& 圈上任一顶点关联的黑边数&%"

6& 辐条中黑边数& %"%
,

#当 % 为奇数!且圈上黑边数为

% 时!辐条中黑边数7 %"%,
&%

证明 %& 分两种情形证明%
情形 ! 若圈上有偶数条黑边!则可以通过扭转运算!使

圈上黑边数为 ’!再分两种情况(" 如果圈上的偶数条黑边
全都相邻!则扭转黑边链条上的第 , 个结点!使得圈上的黑
边数减少 ,%按照上述方法循环进行%由于圈上原来有偶数条
黑边!每次减少 , 条!最终圈上黑边数必为 ’"# 如果圈上的
偶数条黑边有不相邻的! 则可以通过扭转变换使其相邻!进
而就问题转化为情况#8&%
情形 " 若圈上有奇数条黑边! 则可以仿照偶数条的情

况进行扭转变换!最终圈上黑边数只会剩下 % 条%
,& 如果圈上有一顶点关联的黑边数5%!则由于圈上的点

均为 6度点!又由定理 , 中的#%&知道圈上的黑边数&%!所以
该点关联的黑边只能有两条!而且必为相邻的一圈边和一辐
条!因此扭转该点!使得该辐条变为白边!而圈上的黑边数也
不增减!该点关联的黑边数减少为 %%

6& 分两种情形证明%
情形 ! 圈上黑边数为 ’% 因为辐条共有 %3% 条!如果黑

边数&白边数!则黑边数& %"%
,

"如果黑边数5白边数!可扭

转中心点使得黑*白边互变!因此黑边数& %"%
,

%

情形 " 圈上黑边数为 %% 因为定理 , 中的#%&*#,&已得
到证明!设*7%( 7%"%+是圈上的黑边!则由#,&易知*7’( 7%+和*7’( 7%"%+

均为白边% 取 /’."7’( 7%#! /%’."7,( 76( )( 7%"%##其中! 7’为中心

点! 7%( 7,( )( 7%"%为圈上的点&! 那么 /’与/%’共有 % 条边相
连% 因为辐条里的黑边较多! 所以扭转 7’后辐条里的黑边数
减少!但出现了黑三角形 7’7%7%"%!再扭 7%#或者 7%"%&!则减少两
条黑边*7’( 7%+和*7%( 7%"%+*增加一黑边*7%( 7,+!所以圈上的黑边仍
为一条!且辐条里的黑边数减少% 此时!若圈上有点关联的黑
边数5白边数!则黑边必为与该点关联辐条和圈边!再扭转此
点!即可使圈上黑边不增减 !辐条中黑边又少一条 !且满足
#%&*#,&% 如此下去最终必可使得黑边数&白边数! 故黑边
数&%9,% 当 % 为偶数时!若黑边数取最大值 %9,!由于圈上有

% 条黑边!辐条中的黑边数为 %
, "%7 %"%,

"当 % 为奇数时!则

黑边数& %"%
,

!又由于圈上有 % 条黑边!故辐条中的黑边数

不大于 %"%
, "%7 %"%,

%
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定理 ! 具有收缩 !!的图式流形有且仅有 "! 个! 分别
为 !#"!""!$"!%"!&"!’"!("!)"!!"!*"!"#"!""+!"%"!"$+!"*"!"&+!"("!"’+!$#"
!")+!$&"!"!+!$"+!$$和 !$%!
按照上述分类方法"可以得到轮图 !*的代表系#粗线为

黑边"细线为白边$"有 &"个代表图形"如图 % 所示%
对图 % 中的一些图式流形在同胚的意义下的通过扭转

变换进行分类合并"可以得到等价关系如图 & 所示"分别为&

!$#+!$$"!$"+!%""!$%+!$("!$&+!$’+!%$"!$!+!%&+!%’"!$*+!%%"!%#+!&#"!%(+!%)"
!%!+!%*%
故有以下结论%
定理 " 在同胚意义下"具有收缩 !*的图式流形有且仅

有 %# 个 " 分别为 &!#"!""!$"!%"!&"!’"!("!)"!!"!*"!"#"!"""!"$"!"%"
!"&"!"’"!"("!")"!"!"!"*"!$#+!$$"!$"+!%""!$%+!$("!$&+!$’+!%$"!$)"!$!+!%&+
!%’"!$*+!%%"!%#+!&#"!%(+!%)和 !%!+!%*%

图 # !$扭转等价图

%&’( # )*&+,-. -/0&123-4,+ 56 !$

综上"定理 $ 得证%
由定理 $ 可以进一步得到推论如下%
推论 轮图 !"满足定理 $ 的所有互不同构的着色构成

一个代表系%
由定理 $ 可以将轮图 !" 的图式流形大致分为以下 %

类&! 图上所有边都为白边’" 圈上 # 条黑边’# 圈上有且
仅有 "黑边%
依照前面所述分类方法"可以得到轮图 !!的代表系#其

中粗线为黑边"细线为白边$"共有 $’ 个代表图形"如图 " 所
示%

图 7 轮图 !$的代表系

%&’( 7 8-9:-+-4,2,&1- +;+,-<+ 65: !$

对图 " 中的一些图式流形在同胚的意义下的通过扭转
变换进行分类合并" 其等价关系如图 $ 所示&!""+!"%"!"$+!"*"

!"&+!"("!"’+!$#"!")+!$&"!"!+!$"+!$$%
故有以下结论%
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! 结论
采用图的边染色理论得到 !!!!"的图式流形的代表系"并

给出了其全部图形# 并且对于可以通过扭转变换相互转化的图
形"进一步给出了这些图形间的具体扭转方法和它们的图形表
示$最终得到具有收缩!!%!"的图式流形"它们分别只有 #!个
和 $%个$
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图 ) 轮图 !*的扭转等价图

+,-. ) /0,(1#2 #34,567#&1( 8$ !*

图 ! 轮图 !*的代表系

+,-. ! "#9(#&161,5# (:(1#;( 8$ !*
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