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点空间分析!!!分维与均匀度
罗传文

!东北林业大学林学院"博士#教授 哈尔滨 !"##$#$

"摘要# 对有限空间内的点集定义了独占圆!独占线和独占球"通过对有限点集均匀性的研究#抽象出了均匀度的定义"对分形
集定义了度量映射#度量映射产生的点集的均匀度与分维之间有换算关系#可以说均匀性与复杂性是密不可分的" 均匀度是对
点集格局的一种测度#它描述的是点集的空间关系#而不是点的$多少%#有限点集的均匀度可以取到!" #$区间的任何实数#这
是它与测度和分维的区别" 本文得到两个有趣的常数&一位无限循环小数产生的点集的均匀度为 %&’#随机格局的均匀度的数
学期望为 ’()*%+,’-" 可见#均匀度将空间复杂性转移到了点集均匀性上#它为复杂性的研究打开了新的窗口"
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一般认为"./01234567 89:89;:9<== 年的专著是分形几何作
为一个独立的学科的标志" 之后分形学以极快的速度向各
个学科渗透# 但人们更多地研究了具有线$ 面图元的分形
体"因为线$面图元产生的分形集有明显的形状"而对于有
限点集的研究却相对较少 # 在分形学中有限点集的
)/>?165@@89A:维数为 B"在测度论中有限点集的 +242?C>2 测度
也为 D%而有限点集的均匀度既不为 D"也不为无穷大"它是
一个实数"这大大地有利于有限点集的研究"而且均匀度与
分维有着密不可分的关系# 对于点集的空间信息分析的问
题"笔者做了多方面的尝试 89E:89F:"并试图将这些内容归结为
点空间分析# 为了描述的方便" 给点空间分析约定一个范
围& 将以点为基础的空间信息分析的理论和方法统称为点
空间分析#
离散点集的均匀性的研究在生态学中有悠久的研究历

史" 为了描述在一块林地上分布的林木的均匀性" 近百年
来"许多学者进行了很多尝试#最早对群落中植物种群个体

分布的随机性进行研究的学者是 G32/?60 和 !H214>5C 8I:#
!H214>5C通过比较实测频度与 J6K??60分布的理论频度来检
验分布的随机性"并用方差L均值作为随机性的度量8I:# .6652
M9<E;N$.65K?7K7/M9<E<N在此基础上发展出更多的随机性指数8I:"
而 +36O1 M9<A=N 提出了平均拥挤指数 PQ 和聚块指数 8RSE:"
.65K?7K7/M9<E<N提出了分散指数8R:# T6UVK0? 9<E;年提出了通过
与随机格局进行比较的格局检验方法8A:# "3/5V和 $H20?M9<E;N
提出了基于随机植物到其最近邻体距离的格局检验方法 8=:"这
一方法由 W600233OM9<=FN所修改8F:# 应用和发展过这一方法的
还有 !P/37?XYK0?VK M9<<FN$JK236> M9<==N$ G32KXYP/5 M9<<FN$
Z>31025M9<<EN$[K07MIDDRN等8<S9I:#
地震的空间分布是有限离散点集"朱令人等89R:用固定半

径法和固定质量法研究地震分布"而计算精度与样本有关#
笔者在研究一定地段上的植物个体的分布格局时" 首先引
进了独占圆的概念"进而提出了均匀度的概念#然而通过深
入的研究发现"分形集均可以映射出一个不均匀的点集"而
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且均匀度与分维可以换算!
计算等比级数和等差级数的均匀度" 而且确定性分形

集经过度量映射所产生的就是一个等比级数! 为此"笔者发
现"均匀度将复杂性转移到了均匀性上"均匀度的应用范围
已经远远超出了生态学格局的研究范围" 它有更广的应用
范围!

! 独占圆!独占线和独占球的定义
定义 ! 在 .维欧氏空间中"对于一定空间范围内分布

的点集"设任意一点与最近邻体的距离为 /"以 /0.为半径所
画的圆为该点的独占圆! 这一定义称为独占圆的跨边定义!
定义 $ 考虑在 1维欧氏空间中的点集"设任意一点与

最近邻体的距离为 /" 则称以该点为球心"/2. 为半径所画
的球为该点的独占球! 这一定义称为独占球的跨边定义!
定义 % 称点集的分布为格局! 在生态学中"习惯上将

服从均匀分布#数学上的均匀分布$的点集称为随机格局%
称点集中任意一点的最近邻体为邻近点! 如果两个点互为
邻近点"则称两点为一个邻体对!
定义 & 在一维欧氏空间中"在一个闭区间内分布的点

集&如图 3$"对于左右都有邻体的点 4"设 54 线段与 46 线
段长度的最小者为 /"则以 4点为中心"以 /2.为半径的区间
为 4点的独占线"其长度记为 7849:/;注’独占线的长度与独
占线要区分开9% 对于离左边界最近的点 5"定义 5点的左边
邻体距离为 <5=>?(右边邻体距离为 54"则 5 点的独占线定
义为以 5 点为中心以;<5=>?92.与 542.之间的最小者;设为 /9
为半径的线段( 若 5 点的独占线左边超出了区间" 则从 >?
线段上分割出相应长度的线段作为 5 点的独占线"5 点的独
占线长度记为 7;59:/% 对于 > 点"则它的左邻体距离为 6>"
而右邻体距离为 >?=<5(与 5 点类似"可以得到其独占线长
度% 这一定义称为独占线的接边定义"称将独占线接到另一
端的点为接边点%

图 ! ’( )*区间上分布的点集
+端点上不一定有点"它只代表边界,

这一独占线的定义被称为独占线的接边定义" 也即把
一个区间看成一个封闭的圆来对待" 这样独占线与邻体关
系就得到了完全的统一"否则"独占线会存在边界问题% 关
于独占线的定义可以有多种形式"将另文讨论%
定义 - 在 3 维欧氏空间中"区间@5 4A上的点集"点集

的独占线总长度与区间长度之比称为 3 维点集的均匀度%
若独占线长度正好等于区间长度" 则称之为 3 维完全均匀
分布(不引起混淆时"则简称为完全均匀分布或均匀分布%
显然"在区间@5 4A上的分布的点"如果距离相等"且区间的
两个端点上有点"则独占线总长度与区间长度相等"这时两
个端点仅相当于 3 个点%
定义 . 一个独占圆的外接正方形称之为独占方"一个

1维球的外接 1维正方体称之为 1维独占体%

! 独占圆的性质
对于独点线)独占圆和独点球"下面的引理 3 和引理 .

可以得到相似的结论% 但是"本文只对平面内的独占圆进行

证明% 需要说明的是"独占线与独占圆和独占球在边界处理
上是有差异的"尽管如此"两个引理的结论仍然成立%
引理 ! 在一定的边界内的点集"点集内所有点的独占

圆是不重叠的"它们最近的空间关系是相切%
这一结论是显然的%
引理 $ 设在一个长方形内有 5!4:1 个均匀分布的点

;如图 .所示9"点与最近邻体之间的距离均为 /"称这样的格
局为 .维完全均匀格局% 若将每一个独占方 B次 .等分"得
到的独占方数)独占圆数和点数为 1CD1C*DB1"而独占圆面
积的总和保持不变%

图 $ 独占圆半径缩小一半而个数变为 &个#面积不变$

证明’由假设可知"以任一点为圆心"以 /2. 为半径的圆
是该点的独占圆"独占圆外有一外接正方形"其边长为 /%
显然"所有的外接正方形覆盖整个长方形(
所以"长方形总面积为E 1/.

而"独占圆的总面积为’ 1 !/
.

D
若将每一个外接正方形均匀分割成 D份"在每一个小正

方形的中心放一个点"这时长方形总面积为’ D1; /. 9
.
:1/

.

独占圆的总面积为’ D1!; /" 9
.
#1 !/

.

D
这时的点数为 D1%
所以"对于上述完全均匀格局而言"当点数为 1C D1C *

DB1 时"独占圆总面积保持不变"且是长方形总面积的 倍%
证毕%
引理 . 说明"对于完全均匀格局"独占圆的总面积与点

数无关%

% 均匀度的定义与应用
根据引理 3"独占圆是不重叠的%且显然"独占圆面积的

总和被格局唯一确定%
根据引理 ."对于均匀分布而言"独占圆面积的总和与

点数无关"它是长方形总面积的 !2D倍%
基于上述两个引理"可以引入以下 .维均匀度定义%
在长方形内" 所有点的总独占圆面积与长方形总面积

的 !2D倍之比称为格局均匀度%

设 5为点的总独占圆面积"F 为长方形面积"令 +: D5
!F

为格局均匀度(

则’ 5: !F+D

基础科学 $%&’( &(’)*()
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设!!.
/
"0

1

/ 23为点与最近邻体的距离平方的平均数!

则"4."5 3!!! !!. 54
"3 . 5

"3
"6+
5 . 6+

3
当格局为随机格局7数学上的均匀分布8时!根据 9/:;<=>?@A

的证明! 有密度函数"

B7!!8. 73#8
3
!!

3C?

:
C3#!!

$738
!3#!!服从 %D 分布!# 为每单位半径圆内的平均点数!

#. "36

则有"D3#!!.D3 "36
6+
3 .E"3+ 服从自由度为 D3 的 %D

分布

则 "+ F G
D
7D3H

D"3 ! 且 有 I 7+8 . ?
" !+ 的 方 差

J7+8. J7%
D
7D388

5"
D
3
D . 53

5"
D
3
D .

?
3"

D # 可见 I$+%与点数和长方

形面积均无关!它是一个相对指标!它可以在不同点数和不
同面积的长方形之间比较其均匀性& 它相当于!在随机格局
的假设下! 每单位半径的圆的面积内正好有一个点时的点
密度指标& 这是一个标准的密度指标!它剔除了点数与长方
形面积对均匀性的影响& 但是!当 3#" 时!#$$%$%!所以
+ 是均方收敛的!这预示着在点充分多的情况下!均匀度的
差别会变小& 由于 + 的分布已经获得!+ 可以用于格局类型
检验!其检验的结果与经典的检验方法相同>?KA&

$ 等比数列与等差数列的均匀度
引理 % 考虑一个等比级数的前 3项 4@L 4@ML ’L4@M3C?!依

此数列产生一个点集(见图 N%& 图 N中第 ?排文字代表点与
点之间的距离!第 D排文字是点的代号!求此点集的均匀度&

图 % 用等比级数前 & 项创建的点集示意图’()!*

图中 4@为 O@ 点与原点的距离!4/P/.?LD)8依次为 O/ 点
距左边点的距离!所以当 MQ? 时!整个区间长度为"

*O.
4@
?CM

O3点以 *7根据定义!* 点与 O 点相当于同一个点8点为
邻体!还是以 O3C?为邻体要视条件而定#

7?8当 ?&M& ?D 时

O3O.
4@
?CM C

4@ 7?CM
3R?

8
?CM .

4@ M
3R?

?CM
O3C? O3 .4@ M

3

由于 ?&M% ?
D !必有 O3 O&O3C? O3 !这时 O3以 O3C?为邻

体!故有"

S7O3 8.4@ M
3

S7*8.S7O8.O3 O.
4@ M

3R?

?CM
从图 N 中可见 !此点集的最左边界为 *!右边界为

4@ 27?CM8!则从右边起各点的独占线长度分别为"

4@ M
3
L 4@ M

3
L 4@ M

3C?
L 4@ M

3CD
L 4@M3CNL’L 4@ ML

4@ M
3R?

?CM
故独占线的总长度为"

(.4@ M
3
R4@ M

3
R4@ M

3C?
R4@ M

3CD
R4@ M

3CN
R’R4@ MR

4@ M
3R?

?CM

.4@ M
?CM

3

?CM R
4@ M

3
7?CM8R4@ M

3R?

?CM

.
4@ MC4@ M

3R?

?CM R4@
M3 CM

3R?
RM

3R?

?CM

.4@
MCM

3R?
RM

3

?CM

由于该区间总长度为"(@ .
4@
?CM

则该点集的均匀度为"
+3.MCM3R?RM3

显然!当 M$? 时!+3$?!且有";/T+3
3("

.M

7D8当 M) ?
D 时!

4@ M
3R?

?CM *4@ M
3
!这时 O3点以 * 为邻体!O3

点的独占线长度为"’(O3 8.
4@ M

3R?

?CM
*O区间上的独占线总长度为"

(.4@ M
3
R4@ M

3C?
R4@ M

3CD
R4@ M

3CN
R+R4@ MR

4@ M
3R?

?CM R
4@ M

3R?

?CM

.4@ M
?CM

3

?CM R
D4@ M

3R?

?CM

.4@
MCM

3R?
RDM

3R?

?CM

.4@
MRM

3R?

?CM
则该点集的均匀度为"+3.MRM3R?

当然有";/T+3
3("

.M

7N8 当 M&? 时
图 N表示的点 O不存在!以 O3为区间的右边界!其邻体

关系的方向向左!O3点与 * 点为同一个点!* 点的邻体为 O@

点#
S7*8.4@ S7O@ 8.4@ M
此点集的全部独占线长度为"

(.4@ R4@ R4@ MR’R4M
3C?

.
4@ 7?CM

3
R?CM8

?CM
而区间总长度为"
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(. /0. 10. 23!30. 2
4
/
0. 5672

436
8

672
故此点集的均匀度为!

+4/
(.

( / 97272
4

672
436

:;<+4
4"!

/ 6
2

可见"2越大"均匀度越小#由等比级数所产生的点集的
均匀度"完全由公比所确定"与初始大小无关$
更为有趣的是! 一个公比 2=6 的数列的均匀度与公比

为 6>2的数列的均匀度完全相等$
定义 $ 设分形集 ! 的分维为 ?@6AB"如果把 ! 划分成 !

个同等大小的子集"每一子集是原来集合的 6>C 倍"则有

?/ :4 !
:4C "且第 4 次划分对应一个数为!04 /5

6
C 8

4
5!8

4
/5C

?76
8
4
#

这样的划分将分形集 ! 映射成了一个点集5048"称这一映射
为度量映射" 而称其它将分形集映射为点集的映射为非度
量映射$

定理 !5称为度量映射定理8 设 04 /5
6
C 8

4
5!8

4
/5C

?76
8
4
为

从分形集 ! 通过度量映射产生的点集" 则此点集的均匀度
为!

%6&当 ?#6时" C
?76
$6

+/ 6
C
?76 /C

67?

%9&当 ?"6时" C
?76
"6

+/C?76

这一定理是引理 D 的应用$
可见"分维与均匀度之间可通过一个映射对应起来"且

度量映射产生的点集的均匀度与分维之间有换算关系$
推论 ! 一位循环小数映射的点集的均匀度为 .E6"无

限循环小数的均匀度与循环步长有关$
一位循环小数可以看成公比为 6>6. 的等比级数的和"

它所产生的点集的均匀度由等比级数的公式计算为!.E6$
引理 % 求等差级数均匀度

图 % 等差级数产生的点集

图 F 中第 6 排文字代表点与点之间的距离" 第 9 排文
字是点的代号$ 假设在 * 点没有点" 整个区间共有 436 个
点"G4点与 *点视为同一点"则 G4点的独占线长度为 0.$

*G4区间总长度为!
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独占线总长度为!
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0. 30. 354768H

9 430.
所以"*G4区间上的独占线均匀度为!
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可见"对于等差级数产生的点集"点数增加其均匀性也

增加$

& 讨论
%6&本文主要研究了一些 6 维或 9 维欧氏空间的某些

点集的均匀度" 对于多维欧氏空间的点集的均匀度还有待
展开$

%9&均匀度是点集空间关系的一种测度$
%D&需要注意的是"独占线与独占圆’独占球在边界处

理上是略有差别的$ 对于独占圆和独占球的跨边定义"对于
一些特殊情况"均匀度有可能大于 6"但这并不影响均匀度
的意义和作用$
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