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. 引言
在工程实际中! 除了极少部分理想模型是线性方程解之

外!大部分工程应用都是非线性问题!因此!非线性问题是当今
工程应用研究的热点问题之一" 非线性方程的求解!是困扰数
学和工程的难题之一!非线性振动的近似解!常用积分法 KLM#迦
辽金N里兹法 KOM#多尺度法 KPM#<)3&%* 展开法 KPM#平均法 KQR#渐近法
$又称 STE 法% UQR#摄动法 UVR#广义 WXS 法 KYM#变分迭代法 KZM等求

解" 本文利用一种拟摄动理论!!线化和校正方法求非线性
振动的近似解"
线化和校正法求解非线性方程的基本思想如下" 设有非

线性方程

!!!!!!![!"O!\"]!^ !]G^\# !" ]G^\G $L%
式中 "为非线性算子"
把方程$L%中的非线性项 "]!^用线性项 "!$" 为一个线

化参数%逼近!得到线化方程

!![#O!\G !]G^\# !" ]G^\G $O%

式中 $O\!"O[%!于是方程$L%可等价表示为

!![$O!!"]!^!"!\G !]G^\# !" ]G^\G $P%
设方程$L%或方程$P%的近似解为

!\!G[!L $Q%
式中 !G为线化方程$O%的解!很明显有 !G\#5%. $$&!L为 !G的

校正项!且有 !G __ !L "
把方程$Q%代入方程$P%!得

非线性问题研究是当今工程应用研究的热点问题之一!常规方法有多尺度法"积分法"平均法"同伦摄动法等# 但常规方法所

能解决的非线性问题仍然十分有限$本文应用线化和校正法!研究了 /011234 方程的非线性振动!分别求出了 5011234 方程非线性振
动周期的精确解和近似解!利用 6&78) 9:; 绘图分别作出了 5011234 方程周期%绝对误差和相对误差随参数 ! 的变化曲线$ 所得结
论为 5011234 方程周期随参数 ! 的增加而减小!相对误差随参数 ! 的增加而增加&5011234 方程周期近似解与精确解比较!具有简单
实用%精度高%相对误差低等优点$ 该方法在求解非线性振动中具有较强的理论价值和实用价值$

非线性振动&5011234 方程&近似解&线化和校正法
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!! !"!#!!!"$!%"!!&!"$!%"!!&’%

!!$%&’%( !" !$%&’
!

%
!)"

由于 !% ** !! #故有

"$!%"!!&""$!%& "$!%"!!&""!% !+"
于是#式!)"可近似用以下线性方程表示

!! !"!#!!!"$!%&!"$!%&’%

!!$%&’%( !" !$%&’
!

%
!,"

! 非线性振动的近似解
以非线性 -.//012 方程为例#为便于比较#先给出非线性

-.//012 方程的精确解# 然后求出非线性 -.//012 方程的近似
解$

!"! 非线性 #$%%&’(方程精确解
为便于计算#在解方程前进行无量纲化处理#有如下形

式的 -.//012方程345

#!$#$##6’% #$%&’% #" $%&’% !4"

对式!4"作变量代换#"’&#则式!4"变为

& 7&7# "#"##6’% !8"

分离变量求积分得

’’"
#

%# 7#
#(!##!##9:#$

!!%"

式中 ( 为积分常数$
设 -.//012 运动精确解与 # 轴的两个交点分别为!%#%"

和!;%#%"#则积分常数 (为

(’ %#

# " #%9

9
!!!"

将积分常数 (代入式!!%"#得

’’"
#

%% 7#

%#!##$ !" !
#
#%#" !

#
###$

!!#"

引进变换 #’!%<=>$#上式可化为标准椭圆积分#故式!!#"变为

’’" !
!"#%#$

$

$%
% 7$

!!)>01#$$
!!6"

其中 )’ #%#

#$!"#%#&
$

相平面从点!;%#%"到!%#%"是半个周期#故周期精确解
*?@为

*?@’ #
!"#%#$

!

%% 7$
!!)>01#$$

!!9"

上式为第一类完全椭圆积分#可以通过查表得到$

!") 非线性 #$%%&’(方程的近似解
对式!4"#将非线性项 ##6线化为 ##6A"##式中 " 为线化

参数$ 于是得到线化方程

#!"!##’% #$%&’% #" $%&’% !!)"
其中 !#’!""$

设 #’#%"#!##%’%<=>!’ 为线化方程!!)"的解##!为 #% 的校

正项$ 于是可得

#! !"!##!"#$#%"#!&6!"$#%"#!&’% !!+"
根据线化和校正方法理论的基本假设% #% ** #! #方程

!!+"近似为

#! !"!##!"##6
%!"#%’%

#!$%&’%( #" !$%&’
&

%
!!,"

把 #%’%<=> !’ 代入上式可得

#! !"!##!"#%6<=>6!’!"%<=>!’’% !!4"
由三角恒等式知

<=>#+"!%’
!
##+ <=>$#+"!&%"$#+"!&<=>$#+!!&%"&" $#+"!&B

+B $+"!&B <=>’ (%

<=>6!’’ !
9 3<=>6 !’"6<=>!’5

将 <=>6!’ 展开式代入式!!4"#合并同类项#得

#! !"!##!"
6
9
#%#!") *%<=> !’" !

9
#%6<=>6 !’’% !!8"

因 #!是 #%的一级校正项#通过 C?DE=1 迭代公式#一级校
正项具有很高的精度#对于二级校正项 ###三级校正项 #6#&#
通过不断的迭代可得到精度更高的近似解$ 由于每一次迭代
中校正项 #,$,’!( #( &( +&都会出现 <=>!’#故称 <=>!’ 为迭代中
的长期项#为满足条件 #% + #! + ## +&+ #+ #需消除
长期项 38;!%5#令 <=>!’的系数为零#得线化参数 "为

"’ 6
9
#%#

于是线性方程式!!)"的解为

#!’! %6

6#!# $<=>!’!<=>6!’& !#%"

故方程式!4"的近似解为

#’#%"#!’%<=>!’! %6

6#!# $<=>!’!<=>6!’& !#!"

由 !#’!""和 "’ 6
9
#%#可知#角频率为

!’ !"", ’ !" 6
9
#%#, !##"

于是非线性 -.//012方程的近似解 *FGG为

*FGG’ #!
! ’ #!

!"6#%#:9,
!#6"

) 结论与讨论
)"! !*+和 !,--随参数 "的变化曲线

为简单计算#设 %-#-##即 %-#%#-##由 )’ #%#

#$!"#%#&
知#%-)-%H)#利用 IFGJ? 8H%绘图3!!5#*?@和 *FGG随参数 ) 的变
化曲线分别如图 ! 所示$
)") !*+和 !,--的绝对误差 !!随参数 "的变化曲线
设非线性 -.//012 方程的周期精确解 *?@与近似解 *FGG的
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表 ! "#$$%&’ 方程的 !()与 !*++ 比较

,*-.( ! / 012+*3%41& -(56((& !() 6%57 !*++

1$ "#$$%&’ (8#*5%1&4

绝对误差为 !!!则绝对误差 !!为
!!!!"#!!$%% "&’#

将式"(’$%")*$表示成参数 "的函数并化简代入式")’$得

!!+) ,!-"!
"

." /!
(!"012-!!

! -" -!’"!
-!"!

"-3$

取 .#"#.43!利用 56%7" 84. 绘图 9,,:!!! 随参数 " 的变
化曲线如图 -所示&

9:; !()和 !*++的相对误差 "#随参数 $的变化曲线
设非线性 ;<==12> 方程的周期近似解 !6%%与精确解 !"#的

相对误差为 #$!则相对误差 #$为

#$! !"#!!6%%

!"#
",..? "-@$

将式",A$%"-*$表示成参数 " 的函数并化简代入式"-@$
得

#$+
- ,!-"!

"

." /!
,!"012-!!

! -" -!A"!
-!"!

- ,!-"!
"

." /!
,!"012-!!

",..? "-B$

利用 C6%7" 84. 绘图 D,,:!取 .#"#.43!#$随参数 " 的变化
曲线如图 *所示&

由式"-@$知!当 "+.43 时!分子 !"#+!6%%+.!故 !"# 与 !6%% 的

相对误差 #$+.!但由式"-B$知!#$ 变为 .E. 型! 71F
"$.43

#$+-4,B-*!

图 * 显示的值在 "+.43 时仅表示 #$+.E. 型 !#$ 的极限值为

-4,B- *!这一点的值并不表示 #$的物理意义&

9:< 周期精确解 !()与近似解 !*++比较

对式 ",’$;<==12> 方程周期精确解 !"# 和式 "-*$利用
C6%7" 84. 计算 9,,:! 得 ;<==12> 方程的 !"#与 !6%%的比较如表 ,
所示&

由图 , 可知!周期近似解 !6%%与精确解 !"#随参数 " 的增
加而减小!!6%%和 !"#随参数 " 的变化曲线几乎完全一致!表 ,
计算结果与图 ,%图 - 和图 *"图 * 中除 "+.43 一点外$完全吻
合’由图 * 知!#$随参数 "的增加而增加&
因此该方法是一种行之有效%简单方便%精度高%误差低

的方法!在求解非线性振动中具有一定的实用价值&
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