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农绍宁

中国工程物理研究院总体工程研究所!四川绵阳 !"#$%%

!!!在特定条件下!用 -:%+$CD:EEF 数值法求解平面自治系统标准 >)?@分岔方程这一类非线性常微分方程时!出现与理论解不符
合的情况" 列举了几种算例下出现的这一情况!针对该问题!给出一个改进的数值算法!得到更精确的解"

数值算法#>)?@ 分岔
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1 引言
由于非线性动力学的复杂性" 获得解析解几乎是

不可能的"目前仍主要局限于数值仿真# P/20/:提供了
数值求解常微分方程的程序包 FQR系列# 该程序包功
能全$使用简便"广泛应用于求解非线性常微分方程的
数值解"以验证理论解的正确性S#=GT# 尤其高精度的 O!L
阶变步长 <*)6(=>*22/法%即 FQROL&最为常用# 但是"
数值解法难免存在误差"引起收敛及稳定性上的问题"
从而得到一些意想不到的结果# 本文以平面自治系统
标准 7389 分岔方程为例"列举了用 P/20/: 求解出现的
一些问题"并给出一个改进的数值算法#

8 平面自治系统 >)?@分岔方程及数值计算
研究 7389分岔的平面自治系统示例方程一般形式
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当参数 %"% 时" $ 值较小"线性项 %$ 起主要作用"
轨线螺旋向外’ $ 值较大"非线性项=$#起主要作用"轨
线螺旋向内"两者必有一个交叉值"其相图为一个收敛
的不变圈"见图 ##参数 % 确定了不变圈矢径 $ 的大小"
有 $U %% #

当 %U%W%%% O时" $U %% U%W%""以下总设 "UG# 不
论初始值取值范围如何"P/20/: 的 FQROL 结果均得到
正确的相图%见图 "&#

收稿时间" !""#$%!$!"
作者简介" 农绍宁!男!四川省绵阳市中国工程物理研究院总体工程研究所!工程师!主要从事非线性动力学与稳定性研究#
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当 !!"#""" "$时!"! !! ""#""% &"初始值取原点
附近!得相图如图 & 所示!不变环半径约为 "#""" ’!显
然未得到正确的相图" 初始值取不变圈以外的点#如取
("#"%) "#"%*$! 也收敛于图 & 的圆环上! 相图见图 $ 所

示%若提高 +,-$’计算的相对误差和绝对误差!例如两
者取 ."/0!则初始值取不变圈以外的点获得&正确’的相
图!见图 ’%而初始值取原点附近时!得到矢径很小的圆
环相图! 见图 %( 图 1% 在相对误差和绝对误差为 ."/0

时! 进一步的计算表明! 数值计算出现的是两个极限
环!轨迹如图 0 所示%
当 ! 逐渐变小时! 如 !!"#""" ""$ 时! "! !! "

"#""2% 计算结果与上例相似!出现两个极限环% 而内圈
的环的矢径也逐渐变小!且为一收敛的极限环% 进一步
的分析表明!内环是由以下的线性系统产生
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但是!上述线性系统是不会出现极限环的!其相图应为
一簇同心圆%

图 ! !’"(""" ) 相图
*+,( ! -./01 23454/+50 634 !’"(""" )

图 & !’"(""" ") 初始点取原点附近的相图
*+,( & -./01 23454/+50 634 !’"(""" ") 71/4 5.1 34+,+7

图 ) !’"(""" ") 初始点取圆环外的相图
*+,( ) -./01 23454/+50 634 !’"(""" ") 3850+91 5.1

:+;+5 <+4<:1

图 $ !’"(""" ") 提高误差限的相图!外环"
*+,( $ -./01 23454/+50 634 !’"(""" ") =+5. +7<41/019 14434

53:14/7<1!380+91 <+4<:1"

图 > !’"(""" ") 提高误差限的相图!内环"
*+,( > -./01 23454/+50 634 !’"(""" ") =+5. +7<41/019 14434

53:14/7<1!+7714 <+4<:1"
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5 计算分析及改进算法
当 ! 很小时!可以忽略掉含 ! 的项!同时!初始点

取原点附近!可以忽略掉方程的三次项!这样!式!"#转
化为式"$#$ 必须解决式"$%出现的收敛极限环问题!才
有可能获得&准确’的结果$ 根据数值分析教程!% 阶显
式 &’()*+,’--.法的稳定区间与矩阵特征值的实部(虚
部有关!显式 &’()*+,’--.方法 "!% 阶的绝对稳定区域
见图 /012$其中!实部为正的稳定域范围很小$而 3456分
岔出现的稳定极限环是从不稳定平衡点附近冒出来

的! 即极限环的存在区域是在平衡点的充分小的邻域
内! 捕获这样的极限环必须采用适合正实部值较小的
算法$
常微分方程的数值解法是将导数离散成差分形

式!不同的算法取不同的导数值!如前插欧拉方法取前
一个点处的导数!后插欧拉方法取后一个点处的导数!
&’()*+,’--. 方法取前后之间几个点的导数!等等$ 对
于式)$%!其相图应为一圆环$ 考察圆环的导数!设 !"

为前一个点)即7"8!#89%处的导数!!$为后一个点)即!""!

#"9%处的导数$ 因为"! $:%!&9!故
"
$ ;’ 转过的角度为 ;’ 的

一半!如图 "8 所示$ 若要从)"8!#8%经过 ;’ 到达准确的

)""!#"%!应该沿斜率 ("前进!而斜率 ("就是 "
$ ;’ 处的

导数 (8$ 由此!采用如下差分格式计算相图
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本文编制了相应的 >.-?.@ 程序!程序计算中!由于
"
$ ;’ 处的导数 (8 值未知!参考隐式欧拉方法!采用迭

代法计算$ 可以取步长较小!使得隐式欧拉方法收敛012$
图 ""(图 "$ 分别给出了 !:8A888 8% 及 !:8A888 88% 时
计算的相图!不论初始值位于圆环之内或之外!均收敛
于正确的圆环上$ 可见显著改善了精度!获得了准确的
结果$ 程序数值计算全部采用 >.-?.@ 程序的默认相对
误差及绝对误差$

图 2 !>14111 1? 提高误差限的局部相图!内环"
@#+4 2 A)"B* C(BD$ C)EFEB#FD G)E !>14111 1? /#F( #%"E$BD$H

$EE)E F)*$EB%"$!#%%$E "#E"*$"

图 I ! 很小的两极限环相图
@#+4 I J(BD$ C)EFEB#FD G)E D;B** .B*:$ )G !

图 K 数值计算稳定域
@#+4 K !FBL#*#F, M)%$D )G %:;$E#"B* "B*":*BF#)%

图 81 相图为圆环的导数位置图
@#+4 81 N$E#.BF#.$ H#B+EB; )G "#E"*$

OEF#"*$D
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& 结论
用数值方法求解非线性微分方程! 必须注重数值

结果的考察识别 " 本文针对 !"#$ 分岔相图分析中
%&’()*+&,,- 数值解法出现的#伪环$进行研究!提出了
一个改进算法% 从实例的比较结果可知!该算法是有效
的!并获得了较准确的相图"
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图 %% !."/""" "0 的相图
123/ %% 456-( 78*9*629- )8* !."/""" "0

图 %! !."/""" ""0 的相图
123/ %! 456-( 78*9*629- )8* !."/""" ""0

把 . 到 / 共 01 张扑克牌排成一摞后按如下方式进行操作&
最上面的一张放到一摞的最底下!下一张取出摆放在一边!作为
新一摞的第 2 张’剩下摞的最上面一张放到最底下!其下一张取
出作为新一摞的第 3 张()一直如此重复下去!直到原来一摞全
部移成新的一摞"
问题#原来一摞扑克牌按照什么顺序排放!才能使新的一摞

扑克牌的顺序从第 2 张到第 21 张恰好为 .!3!1!*!4!++

上期$等分面积%答案
在右上角作一个一样大小的辅助圆!这样一来!全部 5 个圆

就其整体而言!便构成了一个对称图形"设辅助圆的圆心是 !!只
要把 "!! 两点连成一条直线! 我们就可以把原先的 6 个圆的面
积一分为二了"

原因很简单!如图所示!容易看出圆 2 和圆 2!!圆 3 和圆 3!!
圆 1 和圆 1!!圆 7 和圆 7!对应的面积分别相等!因此由它们拼成
的图形!其面积自然也相等"

!科技智力游戏!

好玩的数学!!!扑克牌排序

如果将本栏目正确答案寄至本刊编辑部#您将有机会获得自下期至 389: 年底的$科技
导报%一套&
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