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!!!()*+,- . 分布作为一个统计分布在实际中有广泛的应用#首先从信息几何的角度对该分布进行了分析$在分布的参数取其允许
值时研究其全体所组成的流形几何结构%讨论了 ()*+,- . 分布流形的对偶结构及其平坦性$进而给出了该流形的黎曼度量&! 仿射联
络和 ! 曲率$ 并在该统计流形上定义了散度来衡量两点之间的距离% 最后给出了 ()*+,- . 分布流形在高一维欧氏空间中的一个图浸
入#

()*+,- . 分布统计流形%对偶结构%散度%图浸入
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7 引言
信息几何Q!AER作为微分几何的分支已经被广泛地应

用到其他领域中"如统计推断#控制理论#神经网络#信
号处理等$ 用信息几何考虑问题"不仅提供了一个将问
题几何化的方法" 而且为许多问题提供了不同于欧氏
空间的更为实际的模型框架$ 将模型放入流形中考虑%
建立相应的几何结构是用几何方法研究问题的基础"
而建立几何结构也是研究问题的关键& 本文用几何方
法研究 $%&’() * 分布"但研究的不是单一的一个 $%&’()
*分布" 而是在参数取值范围内的一族 $%&’() * 分布"
将这样一族分布看成是一个流形" 参数作为该流形的
坐标"不同的参数对应于流形上不同的点&

$%&’() *分布的密度函数为

#S@A,:BTU "I,VBT
"I,T"IBT
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,B!

I!V@T
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其中",!""B!""也记之为 CI,"BT$ $%&’() *分布族为
WCI,"BT!,!""B!"X

$%&’() * 分布族与 Y(,1 分布和 $ 分布有如下密切
的关系QKR$

!T 若 D!;"&,I,"BT9 则 EU D
!BD "CI,"BT)

若 D"CI,"BT"则 EU D
!VD ";"&,I,"BT$

ET 若 D"C (!
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E! ""则 EU(E
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本文建立了 $%&’() *分布流形的几何结构$ 首先"
证明该分布流形为指数族流形" 且为#!B平坦的流形"
并在其上建立了对偶结构$ 然后"给出 $%&’() * 分布流
形上散度的定义"它是衡量两个不同的 $%&’() * 分布之
间差异的一个度量$ 散度是一个类距离’+%&,105( 3%?((
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并不满足距离公理中的对称性和三角不等式! 最后"给
出!"#$%& ’分布流形在仿射空间中的一个图浸入!

= ?#@($A B分布流形的几何结构
定义 = 集合

!( !)"##$%* !+"##$%,( !)#-%,
!)#,!)%,

"
#./

+/-",
#-% "#$%!"" #- +0,

为 !"#1%& ’ 分布流形"其中 "($"/2 "0%($#$ %%"起坐标系
的作用&
定理 = 3"#14& ’分布流形是!/.平坦的&
证明 形如式+/*的 3"#14& ’ 分布的密度函数可以

重新写成

56!)"##$%,()#./,56".)#-%,56)/-",-56!)#-%,.56!)#,.56!)%,
令

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!&/(56"2 #/(#
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且势函数 %)$,可以表示为
%)$,(56&)$/,-56&)$0.$/,.56&)$0, )8,

所以"3"#1%& ’分布可以写成
56!)&9$,(&/$/-&0$0-()&,.%)$, ):,

即是一个指数族分布流形& 由指数族分布流形的性质;8<

可知"3"#14& ’分布流形为!/.平坦的&
记
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用下面的命题来给到流形的对偶结构&
命题 = 3"#14& ’ 分布流形的自然坐标’ 期望坐标

及其对应的对偶势函数为(
/, $")$/2$0,()#2#-%, 是 3"#14& ’ 分布流形的自然坐

标系统#
0, %)$,(56&)$/,-56&)$0.$/,.56&)$0,是关于自然坐标

系统 $的势函数#
7, (())/2*0,()’)#,.’/)%,2’0)%,.’)#-%,,是 3"#14& ’ 分

布的对偶坐标"也称为期望坐标系统#
8, +)*,(#)’)#,.’/)%,,-)#-%,)’0)%,.’)#-%,,.56!)#,.

56!)%,.56!)#-%,是关于期望坐标系统 *的势函数&
证明 该命题的前两条在定理 / 中已经证明"这里

只证明 7,和 8,&
因为

*
*
" (%)$,($*

故 3"#14& ’分布流形的期望坐标系统为
)*/2*0,()’)#,.’/)%,2’0)%,.’)#-%,,

其中"

’)#," (56!)$/ ,
($/ $/ (#

2!!!!!’/)%,"
(56!)$0.$/ ,
($/ $/ (#2$0(#-%

’0 )%,"
(56!)$0.$/ ,
($0 $/ (#2$0(#-%

2 ’)#-%," (56!)$0 ,
($0 $0(#-%

关于期望坐标系统的对偶势函数为

,)*,()*$***.%)$,($/)’)$/,.’/)$0.$/,,-$0)’0)$0.$/,.’)$0,,.

56&)$/,.56&)$0.$/,.56&)$0,
(#)’)#,.’/)%,,-)#-%,)’0)%,.’)#-%,.
56&)#,.56&)%,-56&)#-%,

证毕&
下面在流形上引入类距离的概念)**=>55?@AB 散

度" 它不满足距离公理中的对偶性和三角不等式& 用
=>55?@AB散度来衡量流形上两点之间的距离"即给出流
形上两个概率密度之间的差异&
定理 5 令 3"#1%& ’ 分布流形上的两点 /01 的参数

分别为+#/$%/%和+#1$%1%"则 /和 1 点之间的 =>55?@AB 散
度为

2+/"1%(56 &+#/ %&+#1 %
-56 &+%/ %

&+%1 %
-56 &+#1-%1%

&+#/-%/ %
-+#1.#/ %C

+’+#1%.’/+%1 %%-+#1-%1.#/.%/ %+’0+%1 %.’+#1-%1%%

证明 由于流形上两点 / 和 1 所对应的参数分别
为+#/3%/%和+#1$%1%"则 / 的 $ 坐标和对应的 $ 势函数’
1的 *坐标和对应的 *势函数分别为
!!!!!!$/(+$// 2$0/ ,(+#/ $#/-%/ ,
!!!!!!%+$/ ,(56&+#/ ,-56&+%/ ,.56&+#/-%/ ,

*1" *
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1* +" ’+#1 ,.’/ +%1 ,2’0 +%1 ,.’+#1-%1* +,

!!!!!!,+*1 ,(#1 ’+#1 ,.’/ +%1* +, -+#1-%1 ,+’0 +%1 ,.’+#1-
!!!!!!!!!!!!!%1 ,,.56&+#1 ,.56&+%1 ,-56&+#1-%1
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则 =>55?@AB散度为
2+/"1%(%+$/ ,-,+*1 ,.$/,*1

(56 &+#/ %&+#1 %
-56 &+%/ %

&+%1 %
-56 &+#1-%1%

&+#/-%/ %
-+#1.#/ %,

+’+#1%.’/+%1 %%-+#1-%1.#/.%/ %+’0+%1 %.
’+#1-%1%% +E,

证毕&
下面给出 3"#14& ’分布流形的几何量&由于在自然

坐标系统下"相关的几何量为;:<
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则关于自然坐标系统 !的黎曼度量矩阵为

!!"# !!""#
"!!!! "$"!! !!% &!’ " &"’% !!% &!’ "

!!!&"’% !!% &!’ " "%% !!% &!’ "&"!!!%
! "" !("

其逆矩阵为

!!
"#
!!""# ’

)*+!!"# "
"%% !!% &!’ "&"!!!% " "’% !!% &!’ "

!!!"’% !!% &!’ " "!!!! "$"!! !!% &!’
! "" !’,"

其中!)*+!!"# "#!"%% !!% &!’ "&"!!!% ""!"!!!! "$"!! !!% &!’ ""&

!"’% !!% &!’ ""%" 则该统计模型的体积为

$# # )*+!!"# "$ )!#

# !"%% !!% &!’ "&"!!!% ""!"!!!! "$"!! !!%&!’ ""&!"’% !!%&!’ ""%$ )!

-./0*1 2分布流形的三阶张量 !为
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故 #联络为
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则关于自然坐标系统的 -./0*1 2 分布的非零的 # 曲率
张量为

)
!#"

’%’%(
’&#

%

3)*+!!"# "
4""!!! ""’%" !!% &!’ "&"’’’ !!% &!’ ""’%" !!% &!’ "&

"
%

’’" !!% &!’ "#!"%" !!% &!’ "&"!!!% ""$!""!!! ""%%" !!% &!’ "&

"’’’ !!% &!’ ""%%" !!%&!’ "&""!!! """!!% "$""!!% ""’’’ !!% &!’ "$
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"’’" !!% &!’ "&""!!% ""’’" !!% &!’ "&"
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’%" !!% &!’ ""$"!!!’ "$

"’’ !!% &!’ "5 !’6"

从几何的角度7 我们关心的主要是流形上的不变
量!也就是说在坐标变换下保持不变的量!而高斯曲率
正是这样一个量%我们接下来就给出 -./0*1 2分布流形
上的高斯曲率"
定理 & -./0*1 2分布流形上的 #高斯曲率为

*
!#"
( ’&#

%

3!)*+!!"# ""
% 4""!!! ""’%" !!% &!’ "&"’’’ !!% &!’ ""’%" !!% &!’ "&

"
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"’’" !!% &!’ ""’%" !!% &!’ ""#"’" !!% &!’ "$!"%%" !!% &!’ "$

"’’" !!% &!’ "&""!!% ""’’" !!% &!’ "&"
%

’%" !!% &!’ ""#"!!!’ "$

"’’ !!% &!’ "5 !’3"

证明 由于 #高斯曲率由下式给出

*
!#"
( )

!#"

’%’%

)*+!!"# "

结合式&’6’可得定理结论% 当 ##,时!即为黎曼时
的情况%

! 仿射浸入
令 " 是一个 + 维流形!, 是从 " 到 #+$’的浸入!!

是沿 , 的一个截向量场% 对于任意 -)$+$’!有 %-$+$’*
$+$’% 8,7 !9被称为从 % 到 $+$’的一个仿射浸入 4:5!若对

于每一点 .)"!则
%,!."$+$’#,/ !%.""+0123!. !’;"

式中! ,<为 ,的切映射7 0123%.为由 %.张成的线性空间%
用 4 表示 $+$’的平坦仿射联络% 沿 , 的共变导数

等同于 4!则有
45 ,/6#,/ !,56"$7!586"!

45!’9,/ !=0!5""$&!5" -!
!’:"

其中!,为浸入联络!7 为仿射基本形式!=0 为仿射形
状算子!&表示截仿射形式%
命题 ! 由于!&8 77,7,<"是 -./0*1 2 分布流形!它

是对偶平坦的空间!有全局坐标系统% ! 是关于,的仿
射坐标系统!并且 ’ 是 ! 势函数!则 -./0*1 2 分布流形
!&8 77,"通过下面的方式浸入 $6中!

,> &. $6
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被称为从 &到 $6的一个图浸入!并且截向量 !#4,7,7’5B%

& 结论
利用几何框架解决各种问题是当今国际上非常普

遍的现象%本文主要从几何的角度计算了 -./0*1 2分布
的一些相关几何量!给出了对应的量化结果!对今后的

实际应用给出了理论支持%
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