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!将计算单裂纹结构基频的方法推广到求含多处裂纹梁弯曲振动的近似基频! 通过在未损伤梁位移的基础上叠加一个多项式来
构造裂纹梁的位移函数"它满足梁的边界条件和运动条件#应用 -@,*$#+( 方法"求出含多处裂纹简支梁的弯曲振动基频"得到了梁的近
似基频的闭式表达式! 与 A%B,B 计算结果比较表明"该方法具有较高的精度!

近似基频#多裂纹梁#-@,*$#+( 方法
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1 引言
近年来!损伤结构固有频率和固有振型的研究受到

越来越多学者的关注" 前期研究表明!裂纹的存在会降
低结构的固有频率" 由于固有频率测量容易!且精度较
高! 因此可将固有频率作为探测损伤位置及程度的参

数!这也更加激发了人们对存在裂纹结构的动力特性的
研究兴趣"一般来说!第一阶固有频率是起决定作用的!
但求解损伤结构的固有频率求解比完好结构的困难得

多! 因此需要寻求一种近似解法" S1*-</-20<和 T(**U"V用
C(950-71KC-/W 方法讨论了简支梁在跨中存在裂纹时基
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频的变化情况!!"#$ 和%&#’’#()*+,用近似的-./#’0&$ 解分
析了含裂纹简支梁的自由弯曲振动特性" 目前#这方面
的研究仅限于含一条裂纹的情况$对于存在多条裂纹结
构的情况还未涉及% 本文将计算单裂纹结构基频的方
法123推广到求解多裂纹梁的基频$推导出一个简单的计
算公式$其结果与数值方法能很好吻合"

’ 基本理论
考虑一等截面 45/6’*76’$85&//& 梁的弯曲振动" 假

设在 !!处有一条张开型裂纹$相对深度为"! !9"!:#" 由于
裂纹的存在$使得在裂纹处的转角不连续$即

#!;<*$!9$!%! =<>
其中$%!为梁在裂纹 !!处的弯矩$$!为柔度系数$

$!9 #
&’ (=)! !> =)>

式中$ &’为梁的抗弯刚度! (=)! >为裂纹相对深度)!的函
数$可由断裂力学理论推出"对于矩形截面$其形式为(?3
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完好梁的位移可表示为

+=,- .>9/=,>E8F %. =2>
假设梁内有 0 处存在裂纹$将梁分为 0!< 段$每一

段的位移相对于完好梁$取三阶摄动$即
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式中$/1G=,>为完好梁的振型函数$&12 为常数$完全由边
界条件和连续性条件确定% 其连续性条件为

/4=!!>9/4;<=!!>
/"4=!!>9/"456=!!>
/#"4=!!>9/#"4;<=!!> =B>
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下面用 IJK/6&L"方法求解梁的基频%
梁的最大势能为
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任一裂纹处的弯矩为

%49&’/"4=,>",9!4 =A>
最大动能为
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其中$ ’为密度$ ;为横截面的面积%
由 I.K/6&L"原理$

8M.N9:M.N =<G>
即可解得含裂纹梁的基频 %<%

! 简支梁分析
设一简支梁在 ,9!<和 ,9!)处存在裂纹$ 相对深度

分别为)! <9)<

7
和)! )9))

7
% 梁被分为 + 段% 完好梁的振型为

/1G=,>9F&$=(,:<> =<<>
其中$7为梁截面高度$<为梁的跨度%
按式’?(裂纹梁的振型有
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边界条件为
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加之连续性条件’B($可求得式’<)(中所有系数$其矩阵
形式为

!!9" =<2>
其中
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图 ( 多处裂纹梁模型
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$! %&’ "#!$
由式!()"可求出所有待定系数 $%&#再代入式!(!"便可
以完全确定裂纹梁的振型$
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其中
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裂纹 %%!%"(4 !"处所传递的弯矩及转角的变化分别为
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将式!(2"!!(7"代入式!5"和!7"#得出梁的动能和
势能为
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从而由式!(1"求出固有基频 )(为

)
"

( ")
"

1
*

$+!"##! (*%&’!"%(
$ +!"##! !*%&’!"%!

$

#!1*

其中#)1"#">$*! 01>(4" 是完好梁的基频$

> 数值模拟
考虑一矩形截面梁# 长度为 ( 8# 梁高 1?1! 8#宽

1?1( 8#有两处裂纹#第 # 条裂纹位于 %("1?!2 8 处#裂
纹深度 #(") 88#第 " 条裂纹深度为 #("3 88#图 ! 给出
了基频的变化 )(>)1随第 " 条裂纹位置变化情况$

8 结论
本文应用 @9ABC&DE 方法计算了多裂纹简支梁的近

似基频#由数值模拟结果验证了该方法的有效性$ 由于
工程实际#特别是土木结构中对于结构的固有基频比较
关注#因此该方法可以估计损伤结构的基频#为结构的
损伤评估&加固和健康监测提供了理论参考$
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图 5 第 5 条裂纹位置对基频的影响
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