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! 引言
笔者在独占球的基础上定义了均匀度! 并证明了独占

球的两个重要性质" 均匀度#独占球总体积#独占体总体积
这 !个概念均能表达均匀性!所以!笔者使用了独占球总体
积定义了混沌强度"#!$%"但是!定义中由于使用了均方积分的
概念!因而不太方便于计算"本文定义的 &步混沌强度则没
有这方面的缺点! 这一定义是基于 ’(&)* +,-.( 方法的!有
较强的实用性"

" #步混沌强度的定义
定义 !!瞬时混沌强度"$设 /0 是 0 维欧氏空间!!!/0

有界! !是定义在 1上的动力系统!设 !是 !的参数向量"
"#234!5"$6 %#&
对任意 "7"%和给定的 $78一般 $9:;9 999<!记轨道点集

为$&45"$(
="$(’; =#="#( 2#<!它的独占球总体积为$(5"9= #9= #= !<!

称它为模型%;&的瞬时混沌强度" #9称为空代步数!# 称为
实代步数!&中任意一点的最近邻体称为紧邻"
对于模型5;<定义的动力系统!用 )*表示 ) 同其自身的

> 次复合!如果 "94) *8"9<!但对一切 9$+",! ) +8"9<%"9!则称

点 "9是 )的 >周期点" 特别地!如果 >4#!则称 "9是一个不
动点" 若对 "9"%!存在正整数 >!使 ) *8"9<是周期点!则称 "9
为最终周期点"
定理 !$周期判别定理%#对于模型%#&定义的动力系统!

对 "9"%!若它是周期点或最终周期点!它的周期为 ?!则!
当 &:@?时!存在正整数 ?9!当 &9:?9时!有$

(8"9= $9= $= !<49
证明#下面的证明中!"-8-≧9<均代表 0 维向量" 以下分

两种情况证明"
%#&设 "9"%是周期点
注意点集$&48"$9

="$9 A; =#="$9 2$ <!由假设有$
"$9
4"$9 2. ="$( 2; 4"$9 2.2; =#="$9 2; 4"$9 2.2.

.:9!由于 &:$?!则 B中的任意一点的足标可表示为$
$9A/.A+ 其中$9$/= 9$+".
由于$"$9 A/.A# 4"$9 A8/A#<.A# !它们互为紧邻!可见 B 中的所有

点都有一个与之重合的紧邻!故有$(8"9= $9= $= !<49
%@&设 "9"%是最终周期点
则存在 >= 使 ),8"9<为周期点
只要设 ?94>!当 &9:?9!根据%#&的证明!结论显然成
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$摘要% 应用瞬时混沌强度 对 !"#$%&$’ 模型进行了研究!发现它具有表现混沌程度的作用"尽管它是一个随机过程!有较
强的随机性!然而它对 !"($%&$’ 模型的 ) 仍有很强的指示作用# 定义了步数混沌强度$*+%&,- ’./"0,&)1 %的概念!它更
方便于实际计算!而使用者并不必理会均方积分的概念& 应用于研究 2,*"* 映射时!发现了以 34 为基数的周期窗口体系!
在一个狭窄的区间内混沌与周期交替出现!其中还包含以 456 和 373 为初始周期的倍周期分岔&
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立!
证毕!
!"#$%&’(混沌定义简述如下)*+!
定义 !!"#$%&’() 混沌定义"#设连续映射 !, "!#$"%"

如果存在不可数集合 &## 并满足#
$-%.不含周期点&
’/%任给 ’01 ’/$&2’3%’45"则有
6"7
(&!

89: !
(
;’- <=!

(
2’4 < ">

6"7
(&!

"?@ !
(
;’3 <=!

(
;’4 < A>

’B%任给 ’3$& 及 ! 的任意周期点 )$%"有
6"7
(&!

89: !
(
;’3 <=!

(
;)< ">

则称 !在 .上是混沌的!
定理 ! !混沌判别定理"# 设 %!#$" ! # %"%基于 !"=

$%&’( 的混沌定义"设 ! 在不可数集合 * 上是混沌的"则对
任意 ’>$*"以及任意正整数 ?>和 ?"有#+;’>1 ,>1 ,1 !<C>!
证明#用反证法
设存在正整数 ?>和 ?"使 +;’>1 ,>1 ,1 !<A>
相应的点集为#&A;’,>

1’,>D3 1’1’,% D,<
这说明每一个点有一个与之重合的紧邻" 则存在正整

数 ’"使得#’,>
A’,>D-

且假设对正整数 "E’1 ’,>
%’,% D.

可见 F?%为周期点"周期为 ’"对任意正整数 G有#’,>D/D’,>D-D/

令 ’,>
A’$01 ,>A1-=3"其中#>(11 >($%-

注意到#’$,> D$A’$1-A’$>D1-A’$> " 且 ’$$A’,>D$仍为周期点"对
(C,>有#

!
(
;’> 5=!

(
;’$$ 5 A !

(2,>;’$> 5=!
!(2,> ;’$,>D3 5 A !

(2,>;’$>5=!
(2,> ;’$> 5 A>

这与 !"=$%&’(定义的第 B个假设相矛盾!
证毕!
定义 *!+步混沌强度"#设模型’3%在 *上是混沌的"对

于给定的 ! 和充分大的给定的 ,1 设对 ’>$*和充分大的
3>1 33"33C,>C3>" +;’>1 ,>1 ,1 !5对 ’>1 ,>是一个二阶矩随机过

程!对随机选取的 ’.$*和随机选取的正整数 ?""H3C?"CH>;"A
31/1(75"计算#

4;51,5A 3
5)+;’. 1,. 1,1!5

设 4;51 ,5对 5 是均方收敛的"其均方极限记为 4;=1
,5"则称 4,A6;4;=1,55为依步数 ,的混沌强度"简称 ? 步混沌
强度;?=8I(: JKL%7(I&M5" 或称为步数混沌强度!设 4;=1 ,5对
? 是均方收敛的"记均方极限为 4;=1 =5"则称 4A6;4;=1 =55
为模型’-%在 N上的混沌强度!
显然"4251 ,<可以看成 4,的一个估计!
对于不同的模型"? 的取值要先进行测算"? 的取值应

足够大" 只有足够大的 ? 才能使混沌模型的信息彻底地表
现出来!
下面就 !%O"8I"J模型研究瞬时混沌强度的性质!

* 瞬时混沌强度应用于 "&,#-.#/模型
!%O"8I"J模型表示为#
’,D3A1’,23=’,<
1$)> P+1 ’,$)> 3+

图 0 "&,#-.#/ 模型的 ! 与 12345678 699 999: 5 999: !;的关系

从图 3 可见"瞬时混沌强度对 1有单调递增的趋势! 而
且"这种趋势对不同的窗口起着控制作用!表 3 的搜索步长
为#>Q>>>R!

图 ! 李氏指数随 ’ 值的变化图2将小于 < 的指数值换为 <;

图 /中"李氏指数的 F>A>QSR"?AP >>>!
从图 3 和图 /可见"+2’>1 ,>1 ,1 1<与李亚普诺夫指数’简

称李氏指数%的变化规律略有相似!李氏指数局部变动幅度
较大"+2’>1 ,>1 ,1 1<比李氏指数稳定"它的稳定性与尺度有
关"当尺度充分缩小时"可以找到它的振荡窗口’下文将对
此有所讨论%! 李氏指数的计算需要依赖于特定的模型"而
T2F>1 ?>1 ?1 &<则不需要! 注意到李氏指数同样与轨道上的每
一个点有关" 下面讨论李氏指数的相加项与独占线长度’3
维的独占球又称为独占线%的关系#

"& ’
,

,=3

. A>
*6? ! !2’. < A

,=3

. A>
*6? ! !2’. < U,

注意到因子#
6? ! !2’. < U, ’4%
它看起来像是独占线一样"但经过计算没有表现出相关

性2见表 4<"然而它们的加和却有相似之处"这真是一个谜!
从表 4 可见"’4%式与独占线长度并无关系"然而 ! 却

与独占线总长度相似!而且经过计算发现"在一维欧氏空间
中"李氏指数和 +2’>1 ,>1 ,1 1<对初值的依赖关系表现出平稳
的特性"这说明两者之间有着内在的联系!
图 - 中使用的搜索步长为 >Q>>>R"共搜索到 -4 个周期

窗口! 1在)BQV> WQVX+之间只能表现出 3 个周期窗口&而当改
变搜索尺度为 >Q>>>>R 时"中间又出现了 X 个周期窗口2见
图 W<!

本栏目由北京理工大学协办
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表 ! 在图 " 的基础上加细搜索步长发现更多的周期窗口
! !"#$%&’($&)’%*’+, ! !"-$%&’($&)’%*’+.

/$%0%1
/$%010
/$%011
/$%&-0
/$%&-1
/$%&(0

-
-

2$%034-2
-

0$/534-2
&$--34-2

/$%&20
/$%&21
/$%&/0
/$%&/1 -
/$%&00
/$%&01

&$/534-2
&$&%34-2
6$-634-2

-
6$&(34-2
5$--34-2

图 ! 窗口#!$%& !$%’(上的瞬时混沌强度的变化

图 ’ 窗口#!$)"& !$)""(上的瞬时混沌强度的变化
7/$1-- /$1-(8的窗口内也搜索 "搜索步长为 -$-----2&.

到了周期窗口 /$1(-52&!窗口宽度小于 -$-----&"
由于混沌模型有遍历性!所以!""#-’ $-’ $’ !.中 #-!$- 的

变化有一定的替代性"虽然如此!只变化一个是无法表现它
的全部状态的!只有 #-!$-取足够多的组合时!才能展现随
机过程的全部状态"对于没有已知模型的随机序列而言#比
如脑电$心电%!可以假设初值是固定的!取到足够长的轨道
点集后!对固定的 9 通过 9-的变化来获得对随机过程!%"#-’
&-’ &’ !.的采样"
在实际的计算过程中发现!%"#-’ &-’ &’ !.在周期窗口的

端点附近有复杂的情况出现"

&(%当 ! 值的变化从混沌进入周期窗口的过程中!%"#-’
&-’ &’ !.出现振荡’ 然而振荡的窗口长度相对于周期窗口的
长度而言特别短!将这一窗口称为振荡窗口"

!:/$%2%026
!"-$%&!/ --- ---!% ---!!.:-$/0%116(051
!"-$%&!6 --- ---!% ---!!.:-$0&/26&-/%5
!"-$%&!1 --- ---!% ---!!.:-$02((-166%1
!"-$%&!(1 --- ---!% ---!!.:-$00-5-2%51/
!"-$%&!(6 --- ---!% ---!!.:-$--/1&052%/%/
!处于振荡窗口!该特性可用于识别周期窗口的存在"
!:/$%2%025
!"-$%&!2 --- ---!% ---!!.:-$/&006&/51%
!"-$%&!/ --- ---!% ---!!.:-$--0&5-(6/150
!"-$%&!/ --- ---!(- ---!!.:-$--/620/661%5
!"-$%&!0 --- ---!% ---!!.:-$--00-1(12060
!"-$%&!6 --- ---!% ---!!.:-$/5/51--&05
!处于振荡窗口!该特性可用于识别周期窗口的存在"
&2%!值的变化从周期窗口进入混沌时! %"#-’ &-’ &’ !.出

现快速上升的狭窄窗口! 其窗口的长度与周期窗口的长度
呈比例!但宽度要小得多" 这样的窗口称为增长窗口!这一
现象从图 (可以看到!图 (的左边是最长的周期窗口"最长
的周期窗口对应最长的增长窗口" 这样的窗口与周期窗口
相伴出现!这一特性可以用于识别周期窗口"

&/%除了周期窗口$振荡窗口$增长窗口之外的窗口!称
为缓增窗口"

!:/$%2%0
!"-$%&!2( --- ---!% ---.:-$/%562-6505
!"-$%&!(1 --- ---!% ---.:-$/%((/-&2&1
!"-$%&!(6 --- ---!% ---.:-$02&1/&&106
!"-$%&!(/ --- ---!% ---.:-$/%&506612
!"-$%&!2/ --- ---!% ---.:-$/%&%5%60&&
!"-$%&!// --- ---!% ---.:-$/%6&(5/2&%
!"-$%&!0/ --- ---!% ---.:-$0-51%26%62
;"5!% ---.:-$/100-(5/01&5(0/
标准差为(-$-(6/%0(10%(56-05
!处于缓增窗口)

表 / 说明了!在周期窗口的附近!只要缩小搜索步长!
会发现很多的周期窗口"尽管如此!瞬时混沌强度还是保持
了单调递增的特点"这一特点在增长窗口尤为明显"如果再
加细搜索步长! 搜索从混沌进入周期的过程则发现混沌强
度的振荡"

’ 瞬时混沌强度应用于 *+,-,映射
<=9>9映射可以表示为(
#&:(?’&4(#2

序号 #& 独占线长度 &2%式的计算结果
-
(
2
/
0
&
6
5
%
1
(-
((
(2
(/
(0
(&
(6
(5
(%
(1
2-

-$%%&%(2/
-$/6(&15(
-$%2&206&
-$&(&&&/2
-$%12%6-2
-$/0(1551
-$%-00&6/
-$&62/&0&
-$%51%2&&
-$/551%/&
-$%0-&-(%
-$05120&%
-$%12(%&2
-$/0/%52&
-$%-6&%0
-$&&55-6%
-$%%(%2-/
-$/52&&2
-$%/&6&51
-$01-1&0&
-$%1/0/2&

2$/5134((
($%(34(-
($55/34(-
1$&%534(-
($(%%34((
1$/5234((
($(1634(-
&$66134(-
($(2634(-
%$/-634(-
6$/2/34(-
/$50534-1
2$1&%34((
2$/2634(-
2$%1%34(-
($/1/34-1
2$/5234(-
($56%34-1
($06534-1
%$0&234-1
2$&/134(2

($-(06%-(
4-$-(-&-2
-$%0/1(20
42$(160-&
($-/25%/
-$(22-6/5
-$555%&66
4-$%-5%/0
-$111-0(
4-$(/6&(&
-$%%1501&
4($1-5122
($-/(-6/2
-$((---2(
-$5%0%2-%
4-$%%&21&
($--02512
4-$-12162
-$%5&02(6
2$5/%0-6
($-/02/%6

表 . 对轨道上的各点计算独占线长度和!."式进行比较

基础科学 /0123 1324534
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!"!#$"
下面取 %!"#$!探讨 #的变化对模型混沌特性的影响"

图 ! "#$%$ 映射的参数 & 与瞬时混沌强度的关系
’()*)+!, -.*./!0

从图 % 可见!瞬时混沌强度在 #!&’#(( )#($*时出现了
振荡!对这一区间缩小尺度进行搜索!果然发现了以 (" 为
基数的窗口系统#在这一区间内窗口繁多!混沌与周期窗口
交错! 更为有趣的是发现了以 "+, 和 (%( 为基数的倍周期
分岔窗口"

图 1 当 2*3/4, &*./55!! 时!"#$%$ 映射有周期 53 窗口

图 6 "#$%$ 映射的周期 53 窗口 &*./55!!

-!."/)(++)(%0123 4!)#(0)2"0)1(1 为其中的 " 个周期
点!从这个周期点开始迭代就能找到其它的周期点"
从表 $可见!该窗口中倍周期分岔过程比 56789:8; 模型

要复杂得多"
<!)#((%0又出现 "个周期 (" 窗口"
(" 周期窗口&)#(($,( )#(($,2*
$( 周期窗口&)#(($,0 )#(($,+*

+$ 周期窗口&)#(($,, )#(($,,*
以 "+,为基数的倍周期分岔
"+, 周期窗口&)#((%0+,,,,,$ )#((%0,))))(*
10+ 周期窗口&)#((%0,))))1 )#((%0,))))$*
以 (%(为基数的倍周期分岔
(%( 周期窗口 )#((%0,2
其它周期窗口

+$ 周期窗口 )#((%0,0
$( 周期窗口 )#((%0,+
"2+ 周期窗口&)#((%,2( )#((%,21*
+$ 周期窗口 )#((%0,2%

! 结论
$"%发现了振荡窗口&增长窗口和缓增窗口!这些窗口

对没有模型的混沌序列的混沌性质的识别有很大的意义’
((%脑电和心电的混沌状态的识别在我国已有很多工

作&1=%*!使用混沌强度来识别也许是比较有利的)
(1%李氏指数的每一项与独占线没有明显关系!而加和

之后却与瞬时混沌强度有较强的相关! 这方面的研究也许
能找出离散模型与连续模型之间的关系"

($%由于瞬时混沌强度是针对于点集定义的!它可以用
于研究任意差分方程的稳定性"

(%%已经从理论上证明!瞬时混沌强度可以作为判别混
沌的依据" 但作为判别混沌程度的依据仍需要进一步的理
论证明"
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