
第 24 卷 2006 年第 01 期 (总第 211 期)

科技导报

1 引言
最优控制是经典控制理论中非常重要的一个内容。目前把最

优控制应用到量子系统中已成为一个非常热门的研究方向 [1]。量

子系统的最优控制是指在满足一定的性能指标最优的情况下 ,驱

动量子系统从初始态到达期望的终态 [1], 或者是从初始概率分布

到达期望的概率分布 [2- 3], 所以性能指标的选取是实现量子系统

最优控制非常关键的一步。控制量子系统的用途不同 ,其性能指

标的选取就不同 ,相应的最优控制律的设计也不同。目前研究量

子系统的最优控制所采用的性能指标主要包括 :所需的转换时间

最小[4- 5];所对应控制场的 L2范数最小[6- 8];量子系统受外部环境的
影响最小 [9- 10], 以及量子系统获得幺正转换的效率最高 [11- 12]等等。

在以上的性能指标下 ,所采用的控制方法主要是解析与数值计算

相结合的方法。此外 ,所有最优控制场的设计都是基于给定的量

子系统的结构来完成的。

对于最优控制的设计 , 首先需要给出量子系统的数学模型 ,

一个满足薛定谔方程的多能级量子系统的数学模型为[13]:

i|!!〉=(H0+H1u(t))|!) ( 1)
其中 , H0是系统内部的哈密顿 , H1是系统外部的哈密顿 , u(t)

是控制场 , 状态 |!〉可以写成列向量 ( |!〉[c1, c2, ⋯cN]T(N表示系统

的能级) , cj(j=1, 2, ⋯ N)是复数 ,并且满足关系 :
N

j =1
! cj 2=1。

最优控制的目的就是寻找到控制场 u(t)∈L2[0, T], 使得如下
的性能指标最小 ,性能指标定义为 :

J= 1
2
‖u(t)‖

2

L
2
[0, T]
=
T

0$u2 (t)dt ( 2)

同时 ,系统( 1)要实现在规定时间为 T的情况下从初始态|!〉
到达期望状态的几率分布{|cj(T)|2=pj, j=1, 2, ⋯ N}T, 其中[p1, p2, ⋯
pN]是在不同能级之间期望的几率分布。
在性能指标为( 2)式的情况下 ,根据最优控制的理论 , 可以对

系统( 1)构造哈密顿函数 :

H(|!〉, |"〉, u)= 1
2
u2(t)+i|!〉+(H0+H1u(t))|"〉

- i|"〉+(H0+H1u(t))|!〉 ( 3)
其中 |!〉+表示 |!〉的共轭转置 , |"〉=["1, "2, ⋯"N]T是拉格朗日

乘子 ,而且|"〉["1, "2,⋯"N]T是复数。此外 ,在最优控制轨迹的条件
下 , |!〉和|"〉满足关系 : |"〉+|!〉=0。通过变分原理可以得到如下关
系 :

|!!〉= %H%|"〉+
, |"!〉=- %H%|!〉+

, %H
%u =0

( 4)

把( 3)式代入( 4)式得到:

|!!〉=- i(H0+H1u(t))|!〉 ( 5)

|"!〉=- i(H0+H1u(t))|"〉 ( 6)
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u(t)=i|!〉+H1|"〉- i|"〉+H1|! ( 7)
把( 7)式代入( 5)和( 6)式得到:

|"!〉=- i(H0+H1u(t))|"〉
=(H0+iV(|!〉+H1|"〉- |"〉+H1|!〉)|"〉 ( 8)

|!!〉=- i(H0+H1u(t))|!〉
=(H0+iH(|!〉+H1|"〉- |"〉+H1|!〉)|!〉 ( 9)

为了达到目标 ,需给出最优控制的边界条件

|"(0)〉="0, |cj(T)|=pj, Im(c*j!j)=0 ( 10)
其中 , Im(·)表示取虚数 , c*j表示 cj的共轭 ,并且 j=1, 2,⋯N。
为了分析方便 ,首先定义反哈密顿 !:

!=|"〉|!〉+- |!〉|"〉+ ( 11)
联合利用( 5)、( 6)、( 7)式可以得到关系式 :

!" =- i[H0+H1u(t), !] ( 12)
所获得的控制场为 :

u(t)=i|!〉+H1|"〉- i|"〉+H1|!〉=itr(H1!) ( 13)
其中 , tr(H1!)为对 H1! 求迹。
从以上的求解过程中可以看出 , 系统 ( 1)最优控制的求解过

程过于复杂 , 所以 , 在假设时间相对很大的情况下 , 采用 ( 6)中提
出的平均理论对最优控制器重新进行设计 :通过直接求解微分方

程 , 得到最优控制场的解析解 , 避免了迭代求解二值边界条件的

常规求解方式。本文详细地给出了整个求解过程 ,并在此基础上

比较平均状态和实际状态的几率分布随时间演化的曲线 ,以及不

同参数条件下的量子系统之间的对比 ,给出了相关的结论。

2 利用平均方法进行最优控制
采用平均方法的基本思想是 : 首先通过变换消除量子系统

( 1)的漂移项 ,然后再采用平均方法对其进行简化 ,由此得到近似
于原系统( 1)的平均系统 , 此时可以利用最优控制理论对所获得
的平均系统进行解析求解来得到最优控制场。其具体求解过程如

下。

2.1 系统( 1)中漂移项的消除
令 :

x=exp(iH0 t)|"〉 ( 14)
对上式两边进行微分得 :

x!=iH0 exp(iH0 t)|"〉+exp(iH0 t)|"!〉 ( 15)
把( 1)式代入上式得 :

x!=iH0 exp(iH0t)|"〉- exp(iH0 t)(H0+H1u(t))|"〉 ( 16)
化简( 16)式得:

x!=- iexp(iH0 t)H1u(t)|"〉 ( 17)
又由( 14)式可以得: |"〉=exp(- iH0 t),代入( 17)式得:

x!=- iexp(iH0 t)H1u(t)exp(- iH0t)x ( 18)
为了书写方便 ,记为:

F(t)=exp(iH0 t)H1exp(- iH0t) ( 19)
根据多能级量子系统内部哈密顿 H0的特点 , 可以得到如下

关系:

Fij(t)=H1ijexp(i(Ei- Ej)t)=H1ijexp(i#ijt) ( 20)
其中( 20)式中 #ij表示能级之间的跃迁频率。
根据以上分析 , ( 18)式可记作:

x!=- iu(t)F(t)x ( 21)
2.2 系统( 21)简化为平均系统
平均方法的原理是 :在系统微分方程等式右边的函数含有小

变化量函数的情况下 , 该函数在任一时刻的值 , 可以近似地由函

数从该时刻到时间无穷大处的平均值来表示。

为了使得系统( 21)可以利用平均方法 ,并且保持量子系统产

生共振 ,可以令控制场为 :

u(t)=$ u0($·t)+
N

i≠ j
"exp(i#ij t)ujt (t)# $) ( 22)

其中 , u0是实函数 ,并且 uij=u*ji , 表示很小的值。

把( 22)式代入( 21)式得到:

x!=- i$ u0($·t)+
N

i≠ j
"exp(i#ij t)ujt (t% &) F(t)x ( 23)

由( 23)式并结合( 20)式可得:

x! i=- i$ u0($·t)+
N

i≠ j
"exp(i#ij t)ujt (t% &)

×
N

j=1
"H1ijexp(i#ij t)xj% & ( 24)

为了利用文献[6]的平均理论 , 首先令 x表示对 x的平均值 ,
为了书写方便 ,根据( 24)式可以令:

f(x, t, $t, $)= u0($·t)+
N

i≠ j
"exp(i#ij t)ujt (t% &)

×
N

j=1
"H1ijexp(i#ij t)xj% & ( 25)

对( 25)式求平均为:

fav (x, $t)=lim%’∞
1
%

t+%

t( f(x, t′, $t, 0)dt′ ( 26)

经过计算得到( 24)式的最终平均表达式为 :

x!=- i$ H1iju0($·t)+x) i+
i≠ j
"H1ijuij($t)x) j% $ ( 27)

令 $= 1
T
, s=$t= t
T
,则( 27)式可以写为:

dx) i
ds
=- i H1iju0(s)+x) i+

j≠ i
"H1ijuij(s)x) j% $ ( 28)

把系统 ( 1)得到的平均表达式 ( 28)写成向量形式 , 其简写形
式为:

dx)
ds
=- iH*1[u0, uij]x) ( 29)

其中 ,

H*1[u0, uij]=

H111 u0 (s) H112 u21 (s) ⋯ H11Nu1N(s)
H121 u21 (s) H122 u0 (s) M H12Nu2N(s)
┇ ┇ ┇ ┇
H1N1 uN1 (s) H1N2 uN2 (s) ⋯ H1NNuNN(s)

,
-
-
-
-
-
-
-
-
.

/
0
0
0
0
0
0
0
0
1

( 30)

2.3 控制器的设计
在得到原系统的平均系统( 29)后 ,可以利用最优控制理论对

系统( 29)求其最优控制场 ,其具体过程如下。
首先将( 22)式代入性能指标( 2) :

J=
T

0(u2 (t)dt= 1T2
T

0( u0($·t)+
N

i≠ j
"exp(i#ij t)ujt (t% &) 2dt

= 1
T

1

0( u0(s)+
N

i≠ j
"exp(i#ij sT)ujt (sT% &) 2ds

= 1
T

1

0( u20 (s)+
i≠ j
"uij (s)ujt (s% &) ds+ 1T2 B(T) ( 31)

由于 ( 31)式中的第二项 1
T2
B(T)只与时间 T有关 , 在时间 T

确定的情况下 , 为了使得性能指标 J 最小 , 可以不考虑 1
T2
B(T)

项 ,只需考虑式中的第一项 ,所以简化性能指标的形式为 :

J= 1
T

1

0( u20 (s)+
i≠ j
"uij (s)ujt (s% &) ds
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= 1
T

1

0! u20 (s)+
i≠ j
#|uij (s)|$ %2 ds ( 32)

根据( 3)式对系统( 29)定义哈密顿函数为 :

H( x& i, z& i ,uij) =
1
2
u
2

0 +
1
2 i≠ j
#|uij |2- iz&+H’1[u0, uij]x&+ix&+H’1[u0, uij]z&

= 1
2
u
2

0 +
1
2 i≠ j
#u0, uij- iH1jiuij(x& iz& *i - z& ix& *i )- iu0

i
#H1ji(x& iz& *i - z& ix& *i ) ( 33)

同样根据变分原理的( 4)式得到如下关系 :

dx& i
ds
= (H
(z&+
=- i H1iju0x& i+

j≠ i
#H1ijuijx& j$ % ( 34)

dz& i
ds
= (H
(x&+
=- i H1iju0z& i+

j≠ i
#H1ijuijz& j$ % ( 35)

uij=iH1ij(x& iz& *i - z& ix& *i ) ( 36)

u0=i
i
#H1ij(x& iz&*i - z& ix& *i ) ( 37)

同样可以把( 36)和( 37)代入( 34)和( 35)式得到如下关系 :

dx& i
ds
=H1iix& i

k
#H1kk(x& kz& *k - z& kx& *k )+

j≠ i
#|H1ij |2(x& iz& *i- z& ix& *i)x& j ( 38)

dz& i
ds
=H1iiz& i

k
#H1kk(x& kz& *k - z& kx& *k )+

j≠ i
#|H1ij |2(x& iz& *i- z& ix& *i)z& j ( 39)

其边界条件是 :

x&(0)=|!0〉, |x& i (1)|2=pi, Im(x& *i (1)z& i(1))=0 ( 40)

为了解问题方便 ,令: L=x& z&
+

- z&x&
+

( 41)

则: Lij=x& i z&*j- z& i x&*j ( 42)

定义反哈密顿矩阵 K=K(L),其中:
Kij=|H1ij|2Lij( i≠j) ( 43)

Kii=H1ij
k
#H1kkLkk ( 44)

所以( 38)和( 39)式可以简化为 :

dx&
ds
=K(L)x& ( 45)

dz&
ds
=K(L)z& ( 46)

根据( 45)和( 46)对 L进行微分计算如下 :

=K(L)xz++x(K(L)z)+- K(L)zx- z(K(L)x)+

=K(L)xz+- K(L)zx+x(K(L)z)+- z(K(L)x)+

=K(L)L- LK(L)=[K(L),L]
所以得到以下关系式 :

dL
ds
={K(L), L} ( 47)

同样可以计算得出 dLii
ds
=0,且由( 40)式可得:

Lii(s)=Lii(1)=- 2iIm(x& *i z& i)=0 ( 48)

根据( 44)和( 48)式可以得到:

Kii=H1ii
k
#H1kkLkk=0 ( 49)

根据以上分析对( 38)和( 39)式简化 ,结果为:

dx& i
ds
=
j≠ i
#|H1ij |2(x& iz& *j- z& ix& *j)x& j ( 50)

dz& i
ds
=
j≠ i
#|H1ij |2(x& iz& *j- z& ix& *j)z& j ( 51)

根据( 22)、( 36)、( 37)、( 41)以及( 42)式得到最优控制场是 :

u(t)= 1
T kl
#H1klexp(i"klt)Llk( tT ) ( 52)

实际状态与平均状态之间的近似关系为 :

|!(t)〉=e
- iH0 t

x( t
T
), {#(t)〉= 1
T
e
- iH0 t

z&( t
T
) ( 53)

利用平均方法获得的最优控制律与直接利用最优控制理论

迭代所获得的最优控制律的最大不同点在于 :后者可以直接求出

获得简单的解析解 ,而前者必须通过不断的迭代来求解。

3 仿真实验及其结果分析
我们以一个分子系统中的三能级量子系统的群演化为例来

进行最优控制 ,该量子系统的方程为 :

i|!"〉=
E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

) *+ H111 H112 H113H121 H122 H123
H131 H132 H133
+ ,u(t$ %) |!〉 ( 54)

3.1 共振频率较小的量子系统的数值仿真
为了分析简便 , 设定|H112|=|H121|=1, |H123|=|H132|=1,H113=H131=0,

而且 H1ij=H*1ij,同时能级之间的差设定为 "21=E2 - E1=1, "32=E3- E2
=1.5。设计最优控制器使得系统在规定时间内从初始态 !0=[1 0
0]T到达期望的能级概率分布为[p1 p2 p3]T=[0 0 1]T。
首先根据 ( 48)式可以得到 L11=L22=L33=0;再由 ( 49)式可以得

到 K11=K22=K33=0;由( 42)式可以得到 : Lij=- L*ji, i≠j;由( 43)式可以
得到 K12=L12, K21=L21, K23=L23, K32=L32, K13=L31=0; 由 ( 47)式和以上
关系式可得:

dL12
ds
=L13 ( 55)

dL13
ds
=0 ( 56)

dL23
ds
=- L
*

12L13 ( 57)

由 ( 56)可以得到 L13="exp(i$12+i$23), (" 是常数 , $12, $23 是相
位) ,然后根据( 55)和( 57)式得到其解为 :

L12(s)=exp(i$12)Acos("s) ( 58)
L23(s)=- exp(i$23)Asin("s) ( 59)

由于 L12(1)=0,所以 "=( n+ 12
)%( n 是整数) , 根据( 45)式得到

微分方程为 :

dx&
ds
=K(L)x& ( 60)

其中:

K(L)=
0 e

i$12
cos("s) 0

- e
- i$12
Acos("s) 0 - e

i$23
Asin("s)

0 e
i$23
Asin("s) 0

-
.
.
.
.
.
..
/

0
1
1
1
1
1
11
2

边界条件是x& (0)=[1 0 0]T, x& (1)=[0 0 e
i$
]T, 变换变量x&为 y,

即满足如下关系 :

y=

y1
y2
y3

-
.
.
.
.
.
..
/

0
1
1
1
1
1
11
2

=
cos("s) 0 sin("s)
0 1 0
- sin("s) 0 cos("s)
+ *

x
1

e
i$12
x
2

e
i$12 +i$23
x
3

-
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
/

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2

( 61)

则微分方程( 60)简化为:

dy
ds
=
0 A "
- A 0 0
- " 0 0
+ *y ( 62)

此时的边界条件根据( 61)得到:

东 宁,等: 平均最优控制在量子系统中的应用

dL
ds
=x" z+xz" +- z" x+- zx" +
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y(0)=[1 0 0]T, y(1)=[±1 0 0]T ( 63)
由( 62)和( 63)得到微分方程( 62)的解为:

y1
y2
y3

!
"
"
"
"
"
""
#

$
%
%
%
%
%
%%
&

=

cos( A
2
+!
2’ s)

(- A/ A
2
+!
2’ )sin( A

2
+!
2’ s)

(- !/ A
2
+!
2’ )sin( A

2
+!
2’ s

!
"
"
"
"
"
"
"
"
""
#

$
%
%
%
%
%
%
%
%
%%
&)

( 64)

由 y1(1)=±1 可得 cos( A
2
+!
2’ s)=±1, A

2
+!
2’ =m!(m是整

数) ,所以:

A= (m")
2
- !
2’ = (m")

2
- (n+ 1
2
)
2
"
2

’ ,

其中 m, n 是整数 ,并且 m≥n+ 1
2
。

根据式( 32)和( 52)可以得到性能指标为 J=2"2(m2- (n+ 1
2
)2),如

果要使得性能指标 J最小 , 则 n=0, m=1, 由此得到 ( 52)式的控制
场为:

u(t)= 2
T
×(- 3’
2

")cos("
2
×t
T
)sin(t+#12- "12)

+ 2
T
× 3’
2

"sin("
2
×t
T
)sin(1.5t+#23- "23) ( 65)

其中 , #12, #23是任意相位 , $ij=arg(Vij)。
取时间 T=20", 任取相位 , 根据控制场 ( 65)以及量子系统

( 58)进行控制系统仿真实验 ,所得结果如图 1 所示。其中图 1a 为
系统群几率演化曲线 , 实线表示实际状态的几率曲线的变化 , 虚

线表示平均状态的几率曲线的变化 ;图 1b 为控制场的曲线图。从
图 1 可以看出 ,平均状态的几率演化曲线与实际状态的几率演化
曲线非常相近 ,由平均理论所得到的最优控制场作用到实际量子

系统中 ,可以近似获得期望目标。实验中若改变作用时间 , 观察

曲线的变化 , 如果作用时间 T变长 , 则实际曲线与平均曲线更接
近 ,即两者之间的误差更小 ;反之则相反。

3.2 共振频率较大的量子系统的数值仿真

对于量子系统模型 ( 54) , 在 3.1 节所示的参数中 , 只改变量
子系统能级之间的差 , 即所对应的共振频率 !21和 !32, 令 !21=
100, !32=150, 而其它参数保持不变 , 按照同样的方法利用平均理
论以及最优控制理论得到最优控制场为 :

u(t)= 2
T
×(- 3’
2

")cos("
2
×t
T
)sin(100t+%12- "12)

+ 2
T
× 3’
2

" sin("
2
×t
T
)sin(150t+#23- "23) ( 66)

经过仿真可得知 :所选取的作用时间 T可以很小 , 所以在时
间 T=0.3" 时 ,控制场为( 66)式 ,其相应控制场的曲线以及概率分
布演化曲线如图 2 所示。其中图 2a 为系统群几率演化曲线 ,实线
表示实际状态的几率曲线 ,虚线表示平均状态的几率曲线。

从仿真结果图 2 可以看出 , 与频率较小的量子系统时相比 ,
在要求误差相同情况下 , T变小 , 相应的控制场的幅值从±0.1 变
大到±10。

不同量子系统 ,其共振频率不同 ,共振频率越大 , 实现给定目

标所需时间就越少 ;但是对同一个量子系统而言 ,作用时间越长 ,

其平均曲线与实际曲线之间的仿真误差越接近 ,此时利用平均理

论和最优控制理论所得到的最优控制场 ,在应用到实际物理实验

中实现的幺正演化的效率越高。

4 结论
同一能级、参数不同的量子系统 ,在相同的作用时间条件下 ,

共振频率越大 ,其实际状态与平均状态之间的误差越小。参数相

同的量子系统 , 控制时间越短 , 其实际状态与平均状态之间存在

的误差越大 , 反之亦然 , 并且利用最优控制场所获得的终态值与

期望值越接近 ,即系统的幺正转换效率越高。

不过当量子系统的能级越高 ,利用平均方法简化量子系统的

难度越大 , 相应地获得最优控制场的难度也越大 , 即获得解析的

最优控制场几乎不可能 , 所以 , 利用平均方法对量子系统进行最

优控制只适用于低能级的量子系统。
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电刺激小脑顶核对大鼠心肌梗死后心脏
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[摘要] 探讨预先电刺激小脑顶核(FNS)对大鼠心肌梗死(MI)后心脏神经再生的干预作用。将 90 只 Wistar大鼠随机分为: ① MI组, 结
扎左冠状动脉前降支(LAD); ② 预先电刺激小脑顶核后再予以 LAD 结扎组(FNS+MI组); ③ 毁损小脑顶核后电刺激该部位 , 再行 LAD
结扎组(FNL+FNS+MI组)。各组又分 MI后 1,7,21 d 3 个时间点。另设假手术组(Sham 组)。应用免疫组织化学方法显示心脏组织胆碱
乙酰转移酶(CHAT)和酪氨酸羟化酶(TH)。检测各时间点梗死区与非梗死区 TH、CHAT 阳性神经纤维分布密度, MI组与 Sham 组相比
显著减少(P<0.01); FNS+MI组较 MI组显著增多(P<0.05); FNL+FNS+MI组与 MI组比较无显著性差异 (P>0.05)。因此 ,电刺激小脑顶
核可增加梗死区和非梗死区心肌组织 TH、CHAT 染色阳性神经纤维密度, 促进 MI后心脏神经纤维再生。
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