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0 引言
反问题是数学物理研究的一个热点问题!但是数学物理反问

题的求解面临的一个本质性困难是不适定性 !"#"多年来!人们对不
适定问题的求解已发展了许多方法!诸如脉冲谱技术#$%&$%广
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!!!研究了正则化方法中正则参数的选择问题!提出了利用遗传算法获取正则参数的一种新方法" 大量的数值模拟结果表明#该方

法在处理大规模不适定问题时具有一定的优越性!是一种实用有效的方法"
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义脉冲谱技术 !!"#$"# 最佳摄动量法# 蒙特卡罗方法!%&’()
*+,-& .)(/&0"#各种优化方法和正则化方法等$其中最具普适性%
在理论上最完备而且行之有效的方法&就是由著名学者 $12/&’&3
以第一类算子方程为基本数学框架& 于 45 世纪 65 年代初创造
性地提出并得到深入发展的正则化方法$ 其基本思想是使用一
簇与原问题相邻近的适定问题去逼近原问题的解$ 从而&如何构
造与邻近问题而获得所谓的正则算子和正则解& 如何控制原问
题的邻近程度而决定与原始资料的误差水平相匹配的正则参

数&以及上述工作的快速数值实现&就成为正则化理论和方法的
三大核心问题 748$ 本文将注意力主要集中在正则参数的确定方
面& 利用目前在诸多领域有着广泛应用的遗传算法作为确定正
则参数的一种新方法&并进行了大量的数值模拟&结果表明’利
用遗传算法求解正则参数是一种高效可行的方法$

! 正则化方法
考虑如下形式的不适定算子方程’

!"9# !:"
其中 ;< =!! 为一个有界线性算子&=%! 为 >1-?),( 空间&通

常右端 # 为(观测数据)&因而不可避免地带有一定的误差 !&即
我们所得到的数据为 #!&满足"#$#!"#!$ 有时即使 !@:’A+’B)
C!D$= 存在&但也未必连续&因而数值求解相当不稳定$ 正则化
方法就是用如下适定的算子方程 C!%!&"’E""9;FB!去逼近原问题
!"9#!&其中 !F表示的 ! 伴随算子&"!5 为正则参数$ 显然正则解
""依赖于参数 "&要想得到原不适定问题的有效近似解&选择合
适的正则参数就尤为重要&正如 GHGI’1JK/C:LLME所指出的那样&
正则化方法的成功及其有效性& 在很大程度上取决于正则参数
的选择是否得当以及选择原则是否实际可行$
从现有的文献资料 来看& 关于正则参数的选择& 通常有所

谓先验的!N,1&,"和后验的!N&J(),1&,"两种策略&不少先验的策略
具有理论分析价值& 但在实际中常常难以验证其赖以施用的条
件&因而关于确定正则参数的后验策略的研究颇为盛行&目前已
发展了如下多种$

:" 策略 :’%&,&O&3 偏差原理7PQ R8

按下式确定正则参数’
#S"E9"!""@#!"4@!495 !4"

4" 策略 4’广义偏差原理
当方程!:"的算子近似已知&即"!$!/"#( 时&相应的最小

模最小二乘解必须满足如下的广义偏差方程’
$C"E9"!/""@#!"4TC!&(""""4E95 !U"

U" 策略 U’;,K+’B)- 准则
;,K+’B)- 于 :L66 年与 %&,&O&3 同时提出了确定正则参数的

一个偏差方法&由公式

"!/""@#!"@ !
"%

95 !P"

来确定正则参数$
在一般情况下&用上述几个方法确定正则参数时&正则解的

精度约为 VC !% E的量级$
P" 策略 P ’广义 ;,K+’B)- 准则
对于算子和右端项都带有扰动的情况 >HWHX’B- 提出应满足

下述方程

%C"E9"!F
/!/ " "#@!F

/#!"9C!NT(,E"@Y !R"
此处 )Q *+ ,Z5 且假定 ;F#&5Q !F

/#!&5Q !F#!&5
R" 策略 R’拟最优准则 7P8

$12/&’&3 还提出当原始数据的误差水平 & 未知时&确定参数

的拟最优准则’

"&N(".1’
"!5
"" 0""

0"’ (" !6"

其基本思想是’让参数以及正则解对该参数的变化率同时稳
定在尽可能小的水平上$

6" 策略 6’广义交叉检验准则7L8

令’

-C"E9 :
. "’$!C"E#!"4[7 :. /,012C’$!C"EE8 !\"

此处取 "F 满足 ! C"FE9.1’- C"E& 此法源于选择最佳模型
"AX## 准则&但比前者更加稳定$
按照上述步骤得到的正则参数 "3"C!E或 "9"C&E将能保证 ""

或 " "#是真解 "$的稳定近似$显然&这是一个迭代过程&因而求解
方程!4"及类似方程!U"#!\"是至关重要的$ 由于方程!4"及!U"#
!\"的高度非线性&一般说来求解是比较困难的$ 一些研究者已
经发展了某些理论和方法来决定 "&一种典型的做法是用迭代搜
索的方法寻找最优的 "$按照这种做法&需要假定 " 的初值&计算
’C"E的最小化解&检查误差$"!""@#!"@!$&然后修改 " 的值&迭代
的重复计算过程&直到$"!""@#!"@!$达到最小值$ 作者曾用二分
法及牛顿迭代法进行求解&当所求解的规模很大时&其计算量非
常浩大&以至于求解根本无法进行$

G 正则参数的遗传算法
遗传算法 7:58仿照生物进化和遗传的规律&利用复制%交换%突

变等操作&使优胜者繁殖&败劣者淘汰&一代一代地重复同样的操
作&最终找到最优解或接近最优解$ 遗传算法目前已成功地应用
于机器学习%模式识别%经济预测%优化控制及各种复杂数据的分
析和非线性计算等领域$
在进行遗传算法以前&首先需要建立一个适应值函数$ 适应

值是衡量个体优劣的尺度& 是决定个体被繁殖还是被淘汰的依
据&因此它是遗传算法的驱动力$确定适应值函数后&需要对解空
间的点进行编码&编码的方式有二进制和实数编码&如果采用二
进制编码&会造成编码过长&且需要解码为实数&影响计算的精
度$ 因此本文采用实数编码$ 其计算步骤如下$

:" 产生初始群体’由于正则参数 " 的范围为 5%"%:&因此可
在区间C5&:E均匀随机产生采用实数编码方式表达的初始种群&
种群数量为 4&每个个体就对应一个待选的正则参数$

4" 计算适应值’ 本文主要以策略 : 利用 %&,&O&3 偏差原理
为依据决定正则参数&因此可将 #C"E9$"!""@#!"@!$作为适应值
函数$ 对于其它策略可以类似选定适应值函数$

U" 交叉’将选出的 4 个个体两两杂交&生成 4 个新的个体$
文中杂交计算采用如下方式’5&9,5TC:@,E6&6&9,6TC:@,E5$
其中 5 和 6 为父代个体&5 和 6&为新产生的子代个体&, 为

75Q :8上的均匀实数$
P" 选择’对$中得到的有代和父代共 44 个个体的适应值按

从小到大的顺序进行排序& 挑选出排在前面的 4 个个体作为新
一代子代个体$

R" 对%中选出的 4 个个体按一定的变异率进行变异& 变异
的方式可以采用原个体上加上一个随机实数的方式$ 并计算变
异后个体对应的新的适应值$

6" 判断新一代群体是否满足结束条件$结果满足则停止&否
则转&进行计算$

" 算例分析
"H% 数值模拟 %

"I
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表 0 计算结果
234$ 0 5647-4689": ;<=-48=

误差 ! 遗传代数 正则化参数 ! 适应值 "!!" 相对误差
#$%&

#$%’

#$%(

#$%)

&$$
&$$
&$$
&$$

$*$$# +,# #&( $+- ,., &’
$*$$$ ##. #$( ... -&+ .’
-*)’& ,,’ -)+ #($ ,)!#$%+

#*&$+ ’$’ ($$ $.& $-!#$%,

#*)-& -’, +.& $’- -#!#$%)

(*#.’ #++ )$- $(# (&!#$%-

’*+$’ -’) ,$- &-+ ,)!#$%#(

’*$)+ ’#’ &(- ’,) &’!#$%#.

$*$- -&+ ,#$ )’- (.& +’
$*$(+ +-’ (.( )-- $.# #
$*$($ ’#, .,+ ’#’ .(. )
$*$&# ’() &,’ --) $(, -

图 0 左!#!0)>%时真解"实线#与近似解"点号$的对比
右!$!0)>?时真解%实线$与近似解"点号$的对比

@9A$ 0 B<C8D 8E< 7".F6;9=": 3<8G<<: <H6I8 ="4-89":+="49J #K:L1
6:M 6FF;"H9.68L ="4-89": +M"88LM 49:L1 G98E $!0(>%

;9AE8D 8EL I".F6;9=": NL8GLL: LH6I8 ="4-89": O="49M
49:<1 6:M 6FF;"H9.68< ="4-89":+M"88<M 49:<1 G98E $!0(>?

图 % 左! $!0(>&时真解"实线$与近似解"点号$的对比
右! $!0(>P时真解"实线$与近似解"点号$的对比

@9AQ % B<C8D 8E< I".F6;9=": N<8G<<: <H6I8 ="4-89":+="49J 49:<1
6:J 6FF;"H9.68< ="4-89": +J"88<J 49:<1 G98E $!0)>&

;9AE8D 8E< I".F6;9=": N<8G<<: <H6I8 ="4-89": +="49J
49:<1 6:J 6FF;"H9.68< ="4-89":+J"88<J 49:<1 G98E $!0)>P

以 /012345 矩阵为系数矩阵的病态线性方程组为例进行数值
试验!考虑下述方程组"

!6"7#8 !67!$09"6!68 $097#:!%&’%#"8 %( ’7#8 &!6
选取 )54;3!*"7* 3<=!%*"8 $"*"&!其离散形式为 )54;3!*%"7*% 3<=!%*%"!

其中 *%7%$! $7 #
+

!于是#真实的$右端项 #54;3可由 !6)54;3得到!我们

对右端项做随机扰动为 #54;3>$4?6@6!#54;3"!其中 4?6@!*"为分布在A$!#B
之间随机数% 试验中!取 +7&$$!>$分别取为 #$%&!#$%’!#$%(!#$%)&遗
传算法中参数取"变量个数 6C?4D7#!种群大小 =D0E37&$!最大进
化代数 F?<G367# $$$! 交叉概率 =H7$*-!变异概率 =F7$*&% 其结
果由表 # 给出%

其图示结果由图 #’图 & 给出%
为了进一步探讨遗传算法求解正则参数的可靠性!下面列出

当 $"#$%’!遗传代数为 )$ 代!每隔 #$ 代的计算结果!如表 & 所
示%
可以看出!即使对于严重病态的 /012345 矩阵!+7&$$ 时!其条

件数约为 .*&)( $.# ’’( (’( -,!#$%#-"!通过遗传算法在不同误差
水平下求出正则参数!从而得到正则解!都能给出令人满意的结
果%
&Q% 数值模拟 %

选取文献A##B中的积分方程
"
&

% "
&
# ,!*(-".!-"@-7/!*"8*8-$A%"& 8 "& B

其中的核 ,!*0-"7!HID *>HID -"! D06 1
1 "!17"!D06 *>D06 -"!对于上

述方程的精确解!我们取作下述的双峰函数".2!-"7&3<=!%+!-%$*."&"

>3<=!%&!->$*)"&"!于是得到精确的右端项 /27
"
&

% "
&
% ,!*0-".2!-"@-!对积

分方程采用数值积分离散化! 其积分算子离散化为 +!+ 矩阵!并

表 % 计算结果
2N4Q % 564I-4689": ;<=-48=

代 数 #$ &$ ’$ ($ )$
正则化参数
适应值 #!$"
相对误差

.*’-’ ((!#$%(

#*++$ ,.!#$%(

$*$,$ #)- (-$ ),

#*$$, $(!#$%(

#*($- #(!#$%+

$*$(+ &#( .)+ -)

#*#.# &#.!#$%(

&*,’& -&!#$%-

$*$(+ +-’ -.+ ,.

#*#.# )’!#$%(

#*)(. ,-!#$%#&

$*$(+ +-( -’& +$

#*#.# )’.!#$%(

&*,&( #-!#$%#’

$*$(+ +-( -’’ $(

表 ? 计算结果
2N4Q ? 564I-4689": ;<=-48=

误差 $ 遗传代数 正则化参数 % 适应值 "!!" 相对误差
#$%&

#$%’

#$%(

#$%)

&$$
&$$
&$$
&$$

$*$$$ #-) -,& #.+ .#+ ’’(
’*#), -&$ ($( ,&( ##!#$%)

,*)+. )## ,,’ (+- ,’!#$%)

#*,(+ -.) $,( $)$ )’!#$%)

&*$.& ,$# (#. +)+ &,!#$%+

&*#’. -.+ ,(, .(& #’!#$%-

+*)$$ ’), .(& $)- ’,!#$%#)

+*)$$ $’) ,.( &$) -’,!#$%#)

$*$)- +(’ $&’ ).+ ’.&
$*$(, $&) .#- #’# &)’ )
$*$&- $-+ &&( )&) $-- -
$*$&- )$) ’($ -.) (’# &

邹学文!等" 基于遗传算法获取正则参数的一种新方法

图 ? 左!$!0)>%时真解"实线$与近似解"点号$的对比
右!$!0)>?时真解"实线$与近似解"点号$的对比
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图 & 左! $!0)>&时真解"实线$与近似解"点号$的对比
右! $!0)>P时真解"实线$与近似解"点号$的对比
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图 & 左#!!%#’!时真解!实线"与近似解!点号"的对比
右#!!%#’(时真解!实线"与近似解!点号"的对比
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图 $ 左#!!%#’"时真解!实线"与近似解!点号"的对比
右#!!%#’&时真解!实线"与近似解!点号"的对比

)*+, $ -./0102. 345678*94: ;.0<..: .=730 94>?0*4: @94>*A >*:.C
7:A 76684=*570. 94>?0*4: @A400.A >*:.C <*02 !!%#’"
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表 " 计算结果
D;>, " E7>3?>70*4: 8.9?>09

误差 ! 遗传代数 正则化参数 " 适应值 #!"" 相对误差
#$%&

#$%’

#$%(

#$%)

&$$
&$$
&$$
&$$

$*$$$ +$& ,#- #,) ),$ .(+
+*$&. ’,. .+, -,) +!#$%)

+*$’# ((, &+- )$+ ,(!#$%,

+*$)- ,$, ).# #)+ -.!#$%)

+*’’# ()& #(& (&, -!#$%-

&*&#& .., $(+ $-& ,!#$%##

+*(## )’. &.. (+) #!#$%&&

’*((- ’(’ #)( ’(, #!#$%&&

$*$$# &’. .+$ ((- ),( ’#
$*$$$ ’($ .’. ++# &## -)
$*$$$ #)- +(+ )’- (#& $-
$*$$$ #)# )+, ’,# #,+ &#

用 ! 表示! 用 "/表示 "0在离散节点上的值作成的向量!#$1%"/!
&/

!分别表示精确的和近似的离散右端项! 后者按下述方式扰动
&/

!1&/!#2!34565!789:&/"""
在数值试验中遗传算法中的参数同试验 #!; 离散化为 &$$!

&$$ 阶矩阵!其条件数为 )*).- &(( &&. #,& ’)!#$#-!可见 ; 也是
严重病态矩阵"
其数值模拟结果由表 ’ 给出"
其图示结果由图 ’#图 ( 给出"

",( 数值模拟 (
考虑下述抛物型方程初边值问题

!&
!’ 1( !

&
&
!)

& %*&< $")"#< ’#$

&!$< ’"1=!#< ’"1$
&!)< $"1#!)

"
$
$
$
$$
#
$
$
$
$$
% "

若&!)+ ,"1#!)"为已知$其中 ,>$%!求初始条件 &!)< $"!即求
#!)"!就是一类典型的初始条件反问题" 此类反问题很容易转化
为下述第一类 ?3:6/@AB 积分方程&

&!)+ ,"1
#

$&*!)+ -+ ,"#!-"6-<

其中 *!C< D< 0"
$

!51#
’:CEF%G*2!.""&(H,I785 .") 785 ."-!取 ,1#<

(1$*#!/1$*$#)!初始条件的真值取为 :CE!$*$#)2$*#$&"785")!这
时其精确解为 &!)+ -"1:CEF!$*$#)2$*#"&"!#%’"I785 ")" 在离散积分
方程时!其积分核用前 #$ 项逼近!数值积分采用梯形公式!取步
长 $1$*$)!就可把积分方程转化成离散形式 0)11!其中 ! 为 (#%
(# 阶已知矩阵!2 为 &!)+ ’"在 ’1# 时的 (# 个已知观测数据!计算
3 的条件数 J@56!!"1&!这也是一个高度严重的病态问题" 用正
则化方法求解!同数值模拟 # 一样对右端进行类似的随机扰动"
数值试验中取遗传算法中的参数同试验 # 及试验 &!其数值模拟
结果由下表 ( 给出"

其图示结果由图 )#图 , 给出"

& 结论
正则参数的选择始终是一个重要且具有魅力的研究课题"本

文利用偏差原理将 %!""1’(!4#%5!(%!’作为适应值函数!利用遗
传算法进行计算! 结果表明所得到的正则参数具有很高的精度"
特别是对于大规模的不适定问题! 该方法显示出一定的优越性!
克服了传统的迭代法由于初值选取不当及规模很大时难以计算

的不足" 至于确定正则参数的其它策略!也可以类似地选择相应
的适应值函数利用遗传算法进行计算"
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