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&引言
求解线性方程组问题本是一个非常古老的数学问题!已获得

了大量的研究成果!但随着科学技术的发展!求解问题的系数矩
阵的规模和条件数变得越来越大" 目前!求解大规模#稀疏$病态
线性方程组问题已经成为科学和工程计算中最重要的!也是最基
本的问题之一%
求解线性方程组主要采用 ! 种方法&直接法和迭代法% 随着

问题规模的增加!直接法求解越来越难!无论从存储空间还是计
算时间上都存在很大的浪费%现在对直接法的研究主要集中在三
对角’三对角块’带状线性方程组的并行求解上"近 !" 年来!求解
三对角线性方程组的并行算法都是基于分治策略!即通过将三对
角线性方程组分解成 ! 个小规模问题! 求解这 ! 个小规模问题!
将其结合起来得到原三对角方程组的解#$%&’"
求解线性方程组的迭代方法包括古典迭代法’共轭梯度法和

投影算法"古典迭代法包括 ()*+,-’.)/00%12-324’156’1156 等方
法#7’"因其收敛速度比较慢!目前迭代方法很少用于直接求解大型
稀疏线性方程组问题! 而是作为预条件子与其他方法相结合使
用"其中与各种预条件子相结合的共轭梯度方法是求解对称正定
大型稀疏线性方程组的主要方法之一" 投影算法 #8’通常不要求系

数矩阵具有特殊性质!因而运用比较多"近 !" 年来流行较多的是
9:;4+< 子空间投影算法 #8%=’" 9:;4+< 子空间方法具有存储量小’计
算量少并且易于并行等优点!非常适合并行求解大型稀疏线性方
程组问题!而且结合预条件子的 9:;4+< 子空间迭代法!是目前求

解线性方程组的最主要方法之一"

! 残差空间的 ! 种一维算法
本文研究的线性方程组问题如下&

!"#$> (?$
其中 !!%@!@且是非奇异矩阵!"!%@!$!%@ %

!!& 算法一
一维残差空间算法(最速下降法$的迭代方程可以写成&

!!!!!!!!!!&A’(!)>
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其中 ’A$%!"F!&A$(!"FG?!"FG?A"FG))"E 是问题的精确解)* 是
待定参数)"F和 "FG?分别是第 + 次和第 +G? 次迭代的近似解)’ 和
& 分别是第 + 次和第 +G? 次迭代近似解的残差)) 是第 +,? 次迭
代获得的对近似解的修正%上述联立方程组的第二式意味着 ) 正
比于C"E%"FG?H在 !B’ 上的投影%
算法一的残差模平方的收敛比可以表示为

&B&
’B’ A?% !

*G? G ?
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其中&-#!!B% 为了得到最小的收敛比!可以得到
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M
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其中&"(’. *HA &B&
’B’ A?% !
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!!!分析了基于残差空间求解线性方程组的一维投影算法#最速下降法和最小剩余法$ 定义了长轴陷阱及陷阱深度%用它们刻划了
! 种算法迭代过程中锯齿现象的几何特征$ 给出了基于残差序列的避开长轴陷阱的扰动技巧%即投影算法$ 数值试验表明%投影算法要
优于现在流行的主要求解线性方程组算法$

!!!线性方程组&投影算法&长轴陷阱&陷阱深度
!!!9!"&:$ !!* &###+%;<%!!##$"#%+##"&+#"
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!函数 !""$ %#的图像如图 ! 所示#

优化该函数之后有$
%$!!%"#(!! ")%

得到最速下降法的最终迭代格式$
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将式")%代入!得到",%的收敛比为$
&&&
"&" $!( !

-!""+
".%

而且得到 &$/)( #""&#&+
%"&#&#"+ 0"

!即 & 是 " 在 #1 上的垂直投影#

定义 ’2!$ 记矩阵 # 的长轴陷阱为$

*+,-!$3.!./" % .456
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其中$AB8C%#+为矩阵 # 的条件数# 证毕#
定理 ’2’$ 若 "&*+,-!!则由式",%第一式确定的 &&*+,-!#

证明$若 "/"% .456
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即 &&*+,-!# 证毕#

" 空间中点 "$= 对应于 1 空间中问题"!%的精确解! .456

#
’

456%
和

.478

#
’

478%
分别对应 1 空间中问题478

6

!
’ %2134+&%2134+目标函数

等值椭球面的最短轴和最长轴方向# 当#
’

456 DD#
’

478时!" 空间中

的 *+,-!非常靠近
.478

#
’

478%
方向! 其在 1 空间中的像就非常靠近

上述最长轴方向# 定理 ’2! 和定理 ’2’ 揭示了 *+,-!的陷阱特征!
所以 &E5<!被称为长轴陷阱# 本小节的定义和定理刻画了最速下
降法迭代过程中锯齿现象的几何本质#
以下将长轴陷阱的定义进行扩展# 对于矩阵 #"#/22&%的任

意 ’ 个本征向量 .7"对应本征值为#
’

7 %和 .F"对应本征值为#
’

F %!

只要#
’

7(#
’

F "必有 .
&

7 .F$=%!即可定义一个长轴陷阱
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显然 *+,-
456* 478

! $*+,-!和 -
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求解问题"!%的一维残差空间算法二"最小剩余法%的迭代方
程可以写成$

!!!!!!!!!!&/"32’*

2’$ !
%

2""&22&

%"&2&2"
) & "!!%

其中 "$4321I!&$4321I?!!1I?!$1I?’&% 是待定参数 &6I 和 6I?!

分别是第 5 次和第 5?! 次迭代的近似解&" 和 & 分别是第 5 次和
第 5?! 次迭代近似解的残差&’ 是第 5?! 次迭代获得的对近似解
的修正# 2’ 正比于 & 在 2" 上的投影#
%N% 算法二
算法二的残差模平方的收敛比可以表示为$

&&&
"&" $!( ’%?!

%%?!#’
%"&2"#%"&2&"#
%"&"#%"&2&2"# *

"!’%

图 1 函数!!!" #2的图像
ODBN 1 3E9L< "> >.AM8D"A !!!" $2

图 % 函数"P!%$2的图像
ODBN % 3E9L< "> >.AM8D"A ",!"$2
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记为!

!"#!$% &!’!$&!’"’"!$
&!’"!$&!’"’!$ (
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!#!#$+% %’%
!’! %), "$-)

#$-)+"
)

!"#!+
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函数 !&!#$+的图像如图 " 所示%
为了得到最小的收敛比&可以得到!

$%/012345
6
"’!# $+7( ")8$

可知当 $%9 时&函数 !#!# $+取得最小值&此时有!
!
!$ !#!# $+%" $
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得到该算法的最终迭代格式!
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最后得到式");$的收敛比为!
%’%
!’! %), )

!"#!+
")<$

%%=(, "!!’"’

#!’"’"!+ >!
&即 % 是 ! 在 "! 上的垂直投影%

定义 ":"! 记矩阵 " 的长轴陷阱为!

)*+,"%2-!-&#& -3/?

$ 3/?’
! -345

$ 345’
+&#(.( $ 3/?和$ 345分别是

" 的大和最小本征值&"-3/?%$ 3/?-3/?&"-345%$ 345-345& ")@$

且 -
’

3/? -3/?%-
’

345 -345%)7%
定理 ":*!若)-()*+,"&则 !"&-+%ABC

B(D5
!"&!+%

证明!证明过程与定理 ":) 类似% 证毕%
定理 ":.! 若 !()*+,"&则由式");$第一式确定的 %()*+,"%
证明!证明过程与定理 ":" 类似% 证毕%

! 空间中点 !%9 对应于 / 空间中问题")$的精确解& -3/?

$ 3/?’
和

-345

$ 345’
分别对应 / 空间中问题345

?

)
" &"/01+’&+/21+目标函数

等值椭球面的最短轴和最长轴方向%当$ 3/?EE$ 345时&! 空间中的

)*+,"非常靠近
-345

$ 345

方向&其在 / 空间中的像就非常靠近上述最

长轴方向%定理 ":* 和定理 ":. 揭示了 )*+,"的陷阱特征&所以 被
称为长轴陷阱%本小节的所有定义和定理刻画了最小剩余法迭代
过程中锯齿现象的几何本质%

’ 残差空间的投影算法
对于大规模病态问题&最速下降法和最小剩余法的残差空间

! 中&存在着数目众多的长轴陷阱&其中很多陷阱的深度很大% 在
长轴陷阱平面上&对于深度很大的长轴陷阱&算法一和算法二不
能使迭代点从长轴陷阱中自我摆脱(即使迭代点远离长轴&经过
一次算法&或者算法二过程&迭代点也会落入长轴陷阱%必须设计
出一种扰动技巧&它能使得每一步迭代之后&在保证残差模不增
加的情况下&迭代点尽量重新远离长轴%
记为!

3%&!)( !"( 4# !3+(.5"3(
5%&"’)( "’"( 4# "’)+(.5"* F ))G$

其中 !4"6%)( "( 47 8$是最新的 8 个近似解的残差序列&’H&9%
)( "( *# :$是最新的 : 个位移序列&且 8&;&:&;+ 记为!

!%=(25&5’5$,)5’>3#( #(.( I)E#%)(
其中 5&5’5$,)5’是平行投影阵&=(25&5’5$,)5’>是垂直投影阵&

二者都是对称等幂矩阵&I)E%=)( )( *( )>& 所以&! 为 3# 在空间
AC/5257上的垂直投影% 构造如下优化问题

345
!
#’3’3#(

A:J: I)E#%): )"9#
)"9#的解记为!

#%/012345
!
#’3’3##I)E#( #(.37& )")#

!&3# : )""#
记为!

3%23##I)E#%)( #(.37
3 是张于 !)( !"( 4( !3端点的&8,)$维超平面&一般 8&;% 式

)""#得到的 ! 实际上就是坐标原点在 3 上的垂直投影 &随着
&8,)$维超平面的不断变化&就可以得到不同的投影点%
若 3’3 为非奇异阵&则)"9#的目标函数是一个正定二次型&

约束是线性函数&所以)"9#是性质极好的二次凸规划问题&其局
部极值点就是全局最优点&而且是最优解之一%
矩阵 3 的构成有很多方法& 如长度为 8 的 !4序列由 " 个先

进先出的序列拼装而成% 第一个序列长度为 <&由式)""#补充新
元素 A(第二个序列长度为 !&由第一个序列的最新元素经过一次
一维投影算法得到)可利用算法一或者是算法二#%
将上述 " 个序列各更新一次称为一次迭代% 8,< 和 = 均为整

数&且 8&<>=+ A 和 J 可以有多种选择&不同的选择就能够构造出
不同的矩阵 3+ 另外&< 和 = 的不同取值不仅会影响收敛速度&也
会直接影响迭代的计算量和存储量+
综上所述&投影扰动技巧每一步使 !’! 最小&即&8,)$维超平

面 3 上的残差最小&而紧接的算法一使残差严格下降+ 因此&投
影算法得到的残差序列是一个严格下降的序列+

" 计算结果与结论
求解系数矩阵是中规模对称不定阵的问题&5%899+受计算机

内存容量的限制&选择 "%K4/1=,)( "( ,*( -( &,)$55>+ 迭代初始点
/9%=9( -( 9>’(.5&精确解为 /L%=9( -( 9>’&右端项为 1&"/+本例使
用投影算法)算法一(<%"( =%)$与广义极小剩余法 MNDOP))9$方
法和广义极小剩余法 MNDOP)"9$方法作比较+ 残差模收敛过程
比较如图 * 所示 + 图 * 中投影算法得到的残差模曲线位于
MNDOP))9$方法和 MNDOP)"9$方法的残差曲线之下+ 值得注意
的是&投影算法的截断长度仅为 *&就已经优于循环长度为 "9 的
MNDOP 方法+

投影算法只涉及矩阵和向量相乘的基本运算& 存储空间小&
数值稳定性好&且容易实行并行化+从基本原理上讲&投影算法既

图 ’ 残差模收敛过程的比较
()*+ ’ ,-./01)2-3 -4 152)6708 9-3:51*5395
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!"#$% &’ "() *+’,#)+-) ./-"&01 &’ *+2-/0 340 5&,,#"4&+ /+6 4"1 7)/1#0)8)+"
9)-(+&,&:%
葛蕴珊3 !尤可为3

北京理工大学机械与车辆工程学院!北京 !"""#!

;-(&&, &’ 7)-(/+4-/, /+6 <)(4-#,/0 =+:4+))04+:> ?)4@4+: *+1"4"#") &’ 9)A(+&,&:%> ?)4@4+: BCCCDE!F(4+/

车内空气污染问题已经成为对人体健康产生危害的一个重要因素!其测定结果的影响参数主要包括温度"湿度"车龄"空气交换
率"通风模式和环境本底浓度等# 深入讨论了这些影响参数以及国际上广泛采用的测定方法!旨在为我国目前的车内污染研究提供重要
参考$

车内空气污染%挥发性有机化合物%空气取样3分析 EF%(
G 1(((8)FJ)&%((+’()8((&&8(&

G40 H#/,4"% 4+ /#"&I-/J4+ (/1 J)-&8) / 8/@&0 -&+-)0+ "& K)&K,)L1 ()/,"(M N() 8/4+ 4+’,#)+-) K/0/8)")01 "(/" /’’)-" ")1"4+: 0)1#,"1
4+-,#6) ")8K)0/"#0)O (#8464"%P Q)(4-,) /:)> /40 )R-(/+:) 0/")> Q)+"4,/"4&+ 8&6) /+6 )+Q40&+8)+"/, -&+-)+"0/"4&+> )"-S N()1) 4+’,#)+-)
K/0/8)")01 /+6 ")1"4+: 8)"(&61 /0) 641-#11)6 4+ "(41 K/K)0 4+ 6)K"(> ’&0 "() K#0K&1) &’ K0&Q464+: 48K&0"/+" 0)’)0)+-) "& &#0 -&#+"0%L1 K0)1)+"
0)1)/0-( /J&#" 4+2Q)(4-,) /40 K&,,#"4&+S
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葛蕴珊!等" 车内污染物的影响因素和测量技术研究

不同于经典的矩阵分裂法! 也不同于目前流行的 ^0%,&Q 子空间
方法$ 与目前流行的求解线性代数方程组的算法相同!投影算法
也只需存储系数矩阵的原始形态!所以!投影算法也适合求解大
规模稀疏问题$ 由于文章的篇幅限制!其他应用实例见笔者的其
他文章$
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车内空气污染已经成为危害人体健康的一个重要因素!车厢
内高浓度的挥发性有机物"<_F1%会导致司乘人员头晕&恶心&记
忆受损!甚至引发各种严重疾病!已经成为环境问题的社会焦点
之一$ 因此!定性和定量研究由车内内饰材料释放的 ‘_F1 引起
的车内污染问题逐渐引起了人们的关注$国外文献显示!从 ab 世
纪八九十年代开始!世界各国开始注意车内污染问题!各类环保
团体以及汽车公司采取了一系列措施来规范车内污染物的测量$
但由于国内外均无官方的车内空气质量测量和限值标准!车内的
空气质量的检测基本尚处于无法可依的状况$
基于以上原因! 国家环境保护总局于 VbbZ 年 W 月正式启动

了’车内污染物浓度限值和测量方法(国家标准的编制工作!这个
标准将成为世界上第一个关于车内污染的正式官方标准$本文综
述了国外在车内空气污染物浓度测量和分析方面的研究现状!旨
在为我国目前的有关研究和标准制定工作提供参考$

1 车内污染的现状分析
1$1 车内污染的成因
一般而言!车内空气污染的成因主要包括以下 c 个方面$

1$1$1 车内装饰材料中的有害物质释放
汽车使用的黏合剂&密封剂&织物&塑料和橡胶部件&油漆涂
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