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1 引言
量子系统纯态通常用 Hiblert 空间中的矢量来表示 , 即态矢 ,

记为|!>。态矢的元素均为复数 ,这对我们分析量子系统是不方便
的。几何代数中的量有非常直观的几何意义 ,它可以用向量来代

替复数 , 用一些代数符号来代替矩阵和态矢 , 并且可用于描述同

时具有标量和有方向量的物理体系 ,因而在量子系统中应用几何

代数表示方法是很合适的。

几何代数有着非常广泛的应用 ,在物理和工程领域已发挥了

很大的作用 ,由于直观性的形式使其在工程上受到青睐。几何代

数是 Grassmann 代数和 Clifford 代数一个现代的发展。对于任意
同维向量 a, b 和 c,在几何代数中 ,定义内积为 a·b,外积为 a∧b,
为了便于描述既有标量又有向量的物理体系 , 引入几何积 , 即

ab=a·b+a∧b。在几何代数中 ,称 a·b 为标量 , a∧b 为双向量 , a∧
b∧c为三向量或多向量[1]。图 1 反映出各个量的几何意义。
在线性代数中内积包含两向量之间相对方向的信息 , 为获取

其他信息 ,又引入叉积。内积的概念可以很容易推广到几何代数

中 , 而叉积仅可表示三维空间的信息 , 对于高于三维的空间无法

表示其信息 , 因而在几何代数中用外积来代替叉积 , 而叉积对于

理解三维空间的属性是有益的。

内积满足交换率 a·b=b·a, 外积则满足反交换率 a∧b=- b∧
a。由几何积的定义有

a·b= 1
2
(ab+ba), a∧b= 1

2
(ab- ba)

对于欧式空间的单位正交基{e1 e2 e3},运算性质如下 :

1) 平行向量的几何积为标量 : e
2

i =eiei=ei·ei+ei∧ei=ei·ei=1

2) 垂直向量的几何积为双向量 : eiej=ei·ej+ei∧ej=ei∧ej=1(i≠j)
3) 垂直向量的几何积满足反交换性 : eiej=- ejei(i≠j)
4) eiej=eiejeiej=- eiejejei=- 1(i≠j); (e1e2e3)2=- 1
5) e1e2e3的可交换性 : ei(e1e2e3)=(e1e2e3)ei
由于 e1e2e3具有可交换性 ,且为空间中级数最高的元素 , 则称
e1e2e3为三向量体积元或伪标量。
几何代数中引入逆序的概念 , 对于任意多向量 A=e1e2Len, A

的逆序为 enLe2e1,记为A# [2]。从而定义标量和向量的逆序为其本身。
在线性代数中 , 我们可以很自然地理解几何代数中逆序的概念 ,

将逆序影射到线性代数中 ,就是将向量或矩阵求共轭转置。

在自旋 1/2 粒子的量子系统中 , 通常采用 Pauli 矩阵
{"x "y "z}作为空间的一组标准正交基 ,其中

"x=
0 1
1$ %0 , "y= 0 - ii$ %0 , "z= 1 00 -$ %1 ,定义

I="x"y"z=
i 0
0$ %i

在几何代数中 I="x"y"z为 3 向量体积元 ,即伪标量。Pauli 矩阵的
运算性质 :

1) 平行向量的几何积为标量 : "
2

x ="
2

y ="
2

z =1
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图 1 几何代数各量的空间表示
Fig. 1 Space representation of geometric algebra vectors

丛 爽,等: 量子纯态与混合态的几何代数分析

25



Vol. 24 No. 10 2006 (Sum No. 220)

2) 正交向量的几何积满足反交换性 :
!x!y=- !y!x, !x!z=- !z!x, !y!z=- !z!y
3) (!x!y)2=(!x!z)2=(!y!z)2=- 1; (!x!y!z)2=- 1
4) !x(!x!y!z)=(!x!y!z)!x, !y(!x!y!z)=(!x!y!z)!y,
!z(!x!y!z)=(!x!y!z)!z
本文用几何代数的方法 , 详细分析量子纯态和混合态 , 并用

这种表示方法和 Bloch 矢量表示方法相比较 , 可以得出这两种表
示方法的对应关系。

2 量子纯态的几何代数表示方法
量子系统的纯态能由一个波函数或一个态矢来描述 , 即可表

示为|">,且满足归一化条件。密度矩阵是与状态矢量相等价的另
外一种描述量子力学的方式。当量子纯态用态矢|">表示时 ,则系
统的密度矩阵 #=|"><"|。
为了便于后面的说明 , 首先介绍密度算子的性质 [3]:① 密度

算子是厄米自厄的 : #+=#;② 密度算子的迹为 1: Tr(#)=1;③ 密度
算子是半正定算子。

密度算子以上 3 条性质无论对纯态量子系统还是混合态量
子系统均成立。

下面考虑一个两能级纯态量子系统[4],系统的波函数 :

|">=$|0>+%|1> (1)
其中 , 波函数满足归一化条件 , 即 |$|2+|%|2=1; |0>和 |1>为二维
Hilbert空间中的一组基 ,转换为矩阵形式 :

|0>=
1!"0 , |1>= 0!"1

系统波函数的更一般表示形式为 :

|"> cos(
&/2)e
- i’/2

sin(&/2)e
- i’/2# $ei’

其中 , ei$为外部相位因子 ,可以不考虑其影响。为便于问题的
分析 ,令

|">
cos(&/2)e

- i$/2

sin(&/2)e
- i$/2# $= "1"2# $= a0+ia3- a2+ia1# $ (2)

显然有 "1=a0+ia3, "2=- a2+ia1, 这样可以十分方便地用几何代
数的方法来描述量子态。纯态量子系统的几何代数描述为 :

"=a+a1I!x+a2I!y+a3I!z (3)
其中 , !x, !y, !z为 Pauli矩阵 , I=!x!y!z。
显然 , 可以用几何代数的方式来描述态矢 |0>, 此时式 ( 3)中

的参数有:

a0=1, a1=0, a2=0, a3=0, %=+a0+a1I!x+a2I!y+a3I!z=1 即|0>%1。
由此可得 :态矢|0>的几何代数表示形式为 1。同理可得 : |1>

%- I!y,即态矢|1>的几何代数表示形式为- I!y。
下面给出式(3)的证明:
"=a0+a0+a1I!x+a2I!y+a3I!z%

a0
1 0
0! "1 +a1 i 00! "i 0 11! "0 +a2 i 00! "i 0 - ii! "0
+a3
i 0
0! "i 1 00 -! "1 = a0+ia3 a2+ia1- a2+ia1 a0- ia3

! "
=
"1 - "

*

2

"2 "
*

1

! "
其中 , "1=a0+ia3, "2=- a2+ia1。
证明的过程是将 Pauli矩阵直接代入 , 即可得到对应的矩阵

表示形式。可见 ,矩阵第二列的元素其实是由第一列元素所决定 ,

因此 ,在处理问题时没有必要考虑矩阵后一列元素。

由于

"1 - "
*

2

"2 "
*

1

! "1 00! "1 = "1 0"2
! "1

1 0
0! "1 = 12 1 00! "1 + 1 00 -! "1# $% 1

2
(1+!z)=E

因而 ,我们可以得出以下的对应关系 :

"E% "1 0
"2
! "1 %|">

其中 , "E 为态矢|">几何代数的另外一种表示形式 , 可以认
为 "E 去掉了 " 中冗余自由度部分的影响 , 这对用几何代数的方
法表示密度矩阵是有利的。

左矢|">|">+=["
*

1 "
*

2 ], 则左矢的几何代数表示形式为("E)~,
且对应关系如下 :

("E)~% "
*

1 "
*

2

0
! "
0
%|">

到此为止 , 可以得到纯态密度矩阵的几何代数描述形式为

("E)("E)~,对应关系如下 :

#=|"><"|=
"1 0
"2! "1 "

*

1 "
*

2

0
! "
0
%("E)("E)~

其中 , E= 1
2
(1+!z), E&= 12 (1+!z)

, EE&= 1
4
(1+2!z+!

2

z )=
1
4
(1+2!z+1)=

1
2
(1+&z)=E,进一步有

#%("E)("E)~="E"&= 1
2
"(1+!z)"&

= 1
2
""&+ 1
2
"!z"&= 12 (1+"!z

"&)

定义 "!z"&为极化矢量 , 极化矢量可以形象地描述量子系统
的状态 ,并且极化矢量与态矢是一一对应的。为了使极化矢量的

几何意义更明确 ,作以下推导。令系统的波函数

|">= cos(
&/2)e
- i’/2

sin(&/2)e
- i’/2# $= a0+ia3- a2+ia1# $

=
cos(&/2)cos(’/2)- icos(&/2)sin((/2)

sin(&/2)e
- i’/2
cos((/2)+isin(&/2)sin((/2

# $
)

(4)

其中 a0=cos(&/2)cos((/2), a1=sin(&/2)sin((/2),
a2=- sin(&/2)cos((/2), a3=- cos(&/2)sin((/2)

态矢|">所对应的几何代数表达式 :
%=a0+a1I!x+a2I!y+a3I!z
=cos(&/2)cos((/2)+sing(&/2)sin((/2)I!x
- sin(&/2)cos((/2)I&y- cos(&/2)sin((/2)I!z
=cos(&/2)(cos((/2)- sin((/2)I!z)
- sin(&/2)(cos((/2)- sin((/2)I!z)I!y
=e
- I!z(/2
(cos(&/2)- I!ysin(&/2))

=e
- I!z(/2
e
- I!y(/2

同理可得 : " 的逆序"&=e
- I!y(/2
e
- I!z(/2
。

极化矢量可以表示为 !x, !y, !z的线性组合 ,即有:

"!z"&=e
- I!z(/2
e
I!y&/2!ze

I!y&/2
e
I!z(/2

=e
- I!z(/2!z(cos&+I!ysin&)e

I!z(/2

=e
- I!z(/2
(!zcos&+!xsin&)e

I!z(/2

=!zcos&+sin&e
- I!z(/2!xe

I!z(/2

=!zcos&+sin&!x(cos(+I!zsin()
=sin&cos(!x+sin&sin(!y+cos(!z

显然 , 极化矢量 "!z"&与 Bloch 矢量 n=(sin&cos( sin&sin(
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cos!)是完全一致的。纯态时系统极化矢量的模为 1,即 Bloch 矢量
分布在单位球面上 ,如图 2 所示。

3 量子混合态的几何代数表示方法
混合态系统需要用一组态矢及其概率来描述 , 而不能用某一

个|">来描述。因而 ,混合态系统只能用密度矩阵的形式来描述。

对于任意混合态系统的密度矩阵描述形式为 #=
i
!pi|"i><"i| ;其

中 , pi为对应状态|"i>的几率 ,且有
i
!pi=1 。此时系统的密度矩阵

仍满足上述 3 条性质。并且 , 2 个不同的混合态量子系统可产生
同一个密度矩阵。

假设有密度矩阵 :

$= 3
4
|0><0|+ 1
4
|1><1| (5)

定义|m>= 3"
2
|0>+ 1
2
|1>, |n>= 3"

2
|0>- 1
2
|1>, 则可以验

证:

$= 3
4
|0><0|+ 1
4
|1><1|= 1
2
|m><m|+ 1
2
|n><n| (6)

由式(6)可见 , 密度矩阵即可表示量子系统状态以 3/4 的几率
处于状态|0>, 1/4 的几率处于状态|1>; 也可以表示状态以 1/2 的
几率处于状态|m>, 1/2 的几率处于状态|n>。

对于混合态密度矩阵 $=
i
!pi|"i><"i|,

i
!pi=1。类似于纯态 ,

密度矩阵的几何代数表达式为 :

i
!pi("iE)("iE)~=

i
!pi"iE"#i

=
i
!pi"i 12 (1+%z)"#i=

1
2 i
!pi"i"#i+ 12 i!pi"i%z"

#
i (7)

= 1
2
+ 1
2 i
!pi"i%z"#i= 12 ( 1+ i!pi"i%z"

#
i)

定义
i
!pi"i%z"#i为极化矢量 , 由前面的分析可知对任意的 i,

纯态量子系统的极化矢量 "i%z"# i 的模均为 1, 且有
i
!pi=1, 则混

合态时极化矢量的模必然小于 1。混合态量子系统也可用 Bloch
球来表示。 Bloch 球的北极表示状态|0><0|, 南极表示状态 |1><
1|。当 Bloch 矢量处于单位球面内部时 ,则量子系统处于混合态 ;
特别当 Bloch 矢量处于球心时 , 系统处于完全混合状态 , 此时可
以获取系统的信息最少 , 系统的密度矩阵为 I/2[5], 混合态量子系
统 Bloch 球如图 3 所示。

4 几何代数表示方法与 Bloch 矢量的对应关系
对于量子系统密度矩阵 $, Bloch 矢量定义为 n,有

$= I+n·%
2
= I+nx%x+ny%y+nz%z
2

(8)

其中 , n=(nx ny nz)为 Bloch 矢量 , %=(%x %y %z); %x, %y, %z为
Pauli 矩阵 , I为二维单位阵。将 Pauli 矩阵代入(7)式:

$= I+n·%
2
= 1
2
1+nz nx- iny
nx+iny 1- nz
$ % (9)

其中 , n=(nx ny nz)为 Bloch 矢量 , nx, ny和 nz的值可以用待定
系数法求得。

下面说明量子系统几何代数表示中的极化矢量与 Bloch 矢
量的关系 ,对于混合态密度矩阵 :

$= 3
4
|0><0|+ 1
4
|1><1| (10)

由于态矢|0>的几何代数表示为 =1, 态矢 |1>=1 的几何代数
表示为 "2=- I!y,由式(7)可得密度矩阵 $ 的几何代数表示形式为 :

1
2
( 1+
i
!pi"i%z"#i)

= 1
2
( 1+ 3
4
"1%z"#1+ 14 "2%z"

#
2)

式(10)中的混合态密度矩阵所对应的极化矢量为 :

i
!pi"i%z"#i= 34 "1%z"#1+

1
4
"2%z"#2

= 3
4
1%z|+ 14
( - I%y)%z( - I%y) = 34 %z-

1
4
%z= 12 %z

因而 ,该混合态密度矩阵所对应的几何代数表示的极化矢量

为 1
2
%z。

对于式(10)中的混合态密度矩阵 :

$= 3
4
|0><0|+ 1
4
|1><1|=
3/4 0
0 1/& ’4 = 12

1+ 1
2
0

0 1- 1
2

(
)
)
)
)
)
)
)
)
*

+
,
,
,
,
,
,
,
,
-

(11)

由(9)式和(11)式可得 nx=0, ny=0 和 nz=
1
2
;则 Bloch 矢量 n=(0

0 1
2
)。

该密度矩阵所对应的几何代数表示的极化矢量为 : 0·%z
+0·%y=+ 12 %z

1
2
%z, 而对应的 Bloch 矢量 n=(0 0 12 )

, 可见几何

代数表示与 Bloch 球表示方法是完全一致的 ,即极化矢量中 nx, ny
和 nz所对应的系数构成 Bloch 矢量。图 4 给出了 Bloch 矢量 n 的
直观表示。

图 2 纯态量子系统的 Bloch 矢量
Fig. 2 Bloch vector of pure s tate in quantum sys tem

图 3 混合态量子系统 Bloch 球
Fig. 3 Bloch ball of mixed s tate in quantum sys tem
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图 4 混合态量子系统 Bloch 矢量 n
Fig. 4 Bloch vector n of mixed s tate in quantum sys tem

5 结论
几何代数在物理和工程领域得到越来越多的应用 , 它直观的

表示形式使其产生其他方法不可替代的效果。它在量子信息和量

子计算领域已有很广泛的应用。本文引入量子系统的密度矩阵 ,

并将其表示成几何代数的形式 ,从而得到纯态量子系统和混合态

量子系统的几何代数描述形式。通过几何代数中的极化矢量与

Bloch 矢量比较 ,可以很容易得到它们之间的对应关系 ,并得出它
们在量子系统的描述上是完全一致的。
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海陆联合大跨度多点位海底大地电磁
同步数据采集

Long- span and Multi- point Synchronizing Data Acquisition for Seafloor
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[摘要] 海底电磁探测是研究海洋基础地学课题和海底矿产资源分布的重要地球物理方法之一。由于大地电磁场存在区域噪声 , 因而 ,
为压制干扰并获得高质量的场源数据 ,就需进行带远参考方式的数据采集。在采集过程中 ,包括陆上基站和海底测网的多台仪器应遵循

同一个时间基准和统一的方位坐标。海底大地电磁仪为满足上述要求 ,其内部配备了高精度时钟源、姿态检测器件以及与海底电磁信息

采集相关的自动信号测量与存储电路。海上作业时 ,科考船沿预定航线 ,实现仪器的逐点投放。海底测量结束后 ,通过遥控方式改变海底

仪器的浮力性质 ,使其自动返回海面。近期的海洋试验表明 ,中国的海底大地电磁探测技术已实现了实用化 ,可为海洋勘查提供高技术

支撑。
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