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. 引言
文献KLMNKOM提出了图式流形概念以及同胚分类问题!文

献KPM"KQR转化为图 % 的着色计数问题# 本文在此图论模型的
基础上!进一步讨论问题$
一个图 " 定义为一个偶对 2&> ’F!记作 "S2&> ’F!其中 &

是顶点的集合!’是无序积 &!& 中边的集合$ 图 "的一个 ?@
边着色是指边集 ’ 的一个划分 !S2’T> ’LF! 其中 ’T的边染成

白色!’L的边染成黑色$ 若在顶点 ( 处执行一次扭转变换 UQR!
则关联于 ( 的白边变为黑边! 黑边变为白边$ 若一个着色 !
经过若干次扭转变换为另一个着色 !"! 则称 ! 与 !"是 #@等
价的$ 若一个着色 ! 经过若干次扭转后与另一个着色 !"同
构!则称 ! 与 !"是 $@等价的$ 本文即求图 % 的这种 ?@边着
色的等价类数目$
图的计数理论分为两大部分% 标定图的计数与非标定图

的计数$由于涉及同构判定!非标定图的计数较难$文献UPR运
用群论方法! 推导出标定图的计数公式及相关结果$ 本文运

图式流形是以一个无向图 ! 为框架产生出的管形曲面 "/!0!本文讨论图式流形同胚分类的计数问题"该问题可转化为图的
一类 12边着色问题"提出一种新的观点"探讨图式流形的等价分类"以便推进已有的工作! 图的计数理论分为两大部分#标定图的
计数与非标定图的计数!由于涉及同构判定"非标定图的计数较难!本文运用图论中的向量空间"包括圈空间及割空间"建立基本的

计数方法"这一方面简化了群论方法的证明"另一方面更深入地揭示出同胚分类与圈结构的关系! 以余树的概念为基础"提出$余树

法%"并得出结论#以余树的所有边导出子图为黑边子图"构成 #2等价类的一个横贯&同时"以余树中所有不同构的边导出子图为黑
边子图"构成 $2等价类的一个代表系!
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用图论中的向量空间!包括圈空间及割空间!建立基本的计
数方法" 这一方面简化了群论方法的证明!另一方面更深入
地揭示出同胚分类与圈结构的关系" 关于图的向量空间及其
他图论术语参见文献!"##!$#"

! 图式流形的等价分类
给定无向连通图 !%&"’ #(! 其中 "%)$*+ $,+ $+ $%-!#%)&*+

&,+ $+ &’-" 对于图 ! 的 ,.边着色 !%&#/+ #*(!用 #*&!(表示 !
的黑边集!直接用来表示着色 !" 黑边集 #*&!(的导出子图记
为 !*&!(%!!#*&!(#!称为黑边子图"
定义 ! 若存在图 !的自同构映射 "! 使得图 ! 的两个

黑边子图 !*&!(与 !*&!!(在映射 "下是同构的!则称 ,.边着色
!及 !!是同构的!记为 !!!!"
定义 " 图 ! 的两个 ,.边着色 ! 及 !!! 若 ! 可经过若

干个扭转变换后变为 !!! 则称 ,.边着色 ! 与 !!是 (.等价
的!记为 !0(!!%若 !可经过若干个扭转变换及自同构变换后
变为 !!!则称 ,.边着色 ! 与 !!是 ).等价的!记为 !0)!1"
定义 # ,.边着色 ! 与 !!的卷积 !2!!定义为 #*3!2!!(%

#*4!(!#*&!!(!其中 ! 表示集合的对称差运算"
图 !的形如!*+ *#%)+$"#5+"*+ $"*-的边子集称为 ! 的

边割集&余圈’!其中 *是顶点集合 " 的非空子集合!* 是 * 在
"中的余集" 图 ! 中所有边割集的全体记为 ,!称为割空间"
这里约定 ,包括空集&作为线性空间的单位元’" 若一个着色
! 的黑边集是一个边割集!即 #*&!(%!*+ *#!则称 ! 为正则着
色" 所有正则着色的集合记为 (&!(%)!5#*&!(",-"
引理 !!6# 着色 ! 与 !!是 (.等价的!当且仅当在 (4!(中

存在一个正则着色 #!使得 !!%!-$!7#" 着色 % 与 !!是 ).等价
的当且仅当存在正则着色 $"(4!(!使得 !!!!2$"
事实上!若正则着色 $ 对应的边割集为 #*4$(%!*+ *#!则在

(.等价的情形下 !#*4!! (%#*4!(! !*+ *#!由对称差的性质有
#*4!2!!(%!*+ *#" 这里!*就是执行扭转变换的顶点集"
判定 ).等价性是一个困难问题! 因为它归结为判定两

个图 !*4!(与 !*4!!(是否同构!而图的同构问题是著名的未解
问题" 因此!对一般图的同胚分类&).等价类’不太可能存在
有效算法" 本文只能是研究一些特殊图类!或 %较小的情形"
有时候可以运用同构的必要条件&如度序列相同’!判定两个
图不同构" 当 % 较小时!可以借助于直观判断!构造同构映
射"
总之!本文明确了两种等价性的不同特征" 下面讨论如

何确定图 ! 的 (.等价类数目 .(4!(及 ).等价类数目 .)4!("
文献!*#0!8#已取得一系列成果!本文提出一种新的观点!运用
图的圈空间和割空间!探讨图式流形的等价分类!以便推进
已有的工作"

" 图的圈空间和割空间
对标定图 !! 其 ’ 条边 &*+ &,+ $+ &’可以排成一个序列"

因此一个 ,.边着色 !可以用一个 ’维向量 !!表示!

!!%4/*+ /,+ $+ /’( /0%
* &0"#*4!(
/ &0"#/4!
#

(
!!称为黑边子集 #*4!(的关联向量"
设$是所有 ,.边着色的全体!则$对应于一个 ’ 维向量

空间" 一般不对着色 !及其关联向量 !!加以区别!故认为$
就是这个 ’ 维向量空间!显然5$5%,’" 特别要注意的是!这里
向量空间是定义在二元域 1,%)/+*-之上的"边集合的对称差运
算恰好对应于关联向量的模 , 运算"若着色 !及 !!对应的向
量分别为 !!%4/*+ /,+ $+ /’(及 !!!%4/!* + /!, + $+ /!’ (!则 !-!!对应
的关联向量为 !!2!9%&/*:/!* + /,:/!, + $ + /’ :/!’ ( 4;<=,(" 这是
#*4!2!!(%#*4!(!#*4!!(的等价写法"
图 !的所有边割集构成割空间 &" 其中每一个割集 2"

& 对应于一个正则着色 $"(4!(!而一个正则着色 $ 对应于一
个 ’ 维关联向量 !$! 并且边割集对于对称差运算是封闭的"
所以 &就是 ’维空间$的子空间&包括零向量’" 另一方面!
割空间 & 的正交补空间是圈空间 3!它由零向量及圈向量组
成 &圈向量是若干个边不交的圈的关联向量’" 在图论中!已
知 & 的维数是 %"*!5&5%,%"*%3 的维数是 ’!%:*!535%,’!%:*" 维
数的计算参见文献!"##!>#" 由此!可以建立如下的计数方法"

# 计数定理
定理 !$%& 对任意 % 个顶点及 ’ 条边的连通图 !!流形

44!(的 (.等价类数目为 .(4!(%535%,’!%:*"
证明 根据引理 *!每一个着色 !"$!它所在的等价类

&轨道’为 )!2$5$"(4!(-" 而这个等价类包含的着色数目为
5(4!(5%5&5%,%"*"这就是说!每一个着色 ! 都与 ,%"*个着色等价"
所以$中的 (.等价类数目为 .(4!(%5$5?5&5%535%,’!%:*" 证毕"
这样!运用图论方法得到的结果与文献!6#中群论方法的

结果一致" 不仅如此!图论方法还可以揭示出更多的结构性
质"
定义 ’ (.等价类的一个(代表系)!是指这样的着色集

合 5!它至少包含每一个 (.等价类的一个元素" (.等价类的
一个(横贯)!是指这样的代表系 52!它恰包含每个 (.等价类
的一个元素" 同样地!定义 ).等价类的代表系及横贯"
因此!若求出 (.等价类的一个横贯 52!则 .(4!(%5525" 同

理!若求出 ).等价类的一个横贯 52!则 .)4!(%5525" 由此得到
确定 .(4!(及 .)4!(的一般方法"
对图 ! 的一个支撑树 (! 树 ( 关于图 ! 的补图称为余

树!记为 (" 换言之!在图 ! 中将树 ( 的边删去!便得到余树
(%!!#4((" 由于支撑树的边数为 %"*!所以余树 ( 的边数为
’%’!%:*" 对余树的每一条边 &!(6&的唯一圈称为 ! 的基本
圈%所有这些基本圈构成圈空间 3 的基" 因此圈空间 3 的维
数是 (%’!%:*" 对偶地有基本余圈&基本边割集’的定义%所
有基本余圈构成割空间 & 的基 !".>#" 运用余树的概念!建立如
下的基本计数定理"
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定理 ! 对任意连通图 !及其一个余树 "!有"
!# #""!#等于 " 中所有边导出子图的数目$
$# 以 " 的所有边导出子图为黑边子图! 构成 "%等价类

的一个横贯$
证明 根据定理 !!$"&%#’$!!其中 !’&!’(!$ 另一方面!"

的边数也是 !!故它的所有边导出子图的数目为
!!"
)

(
!!"
!

(%(

!!"
!

’$!$ 所以定理的第一个结论得证$ 其次!设 (!及 ($是余

树 " 的两个不同的边子集$ 由于 %!&(!!($#包含支撑树 "!所
以它是连通图!从而 (!!($不是边割集$ 因此!根据引理 !!(!

及 ($对应的 $%边着色 "!及 "$&分别以 (!及 ($为黑边子集#
不是 "%等价的$ 这样一来!由 " 的所有 $!个边导出子图对应
的着色是两两不等价的!从而它们构成 "%等价类的一个横贯
)*且 $""%+’,)*,$ 证毕$
对 *%等价类的情形!由于涉及困难的同构变换!不能得

到这样完整的结果$ 类似的方法只能得到 $*"%+的一个上界$
定理 " 对任意连通图 % 及其一个余树 "!设 +""+表示 "

中所有不同构的边导出子图的数目$ $*"%+#+""+$ 同时!以 "
中所有不同构的边导出子图为黑边子图! 构成 *%等价类的
一个代表系$
证明 根据定理 $!" 的所有边导出子图对应的着色!构

成 "%等价类的横贯!因而也是 *%等价类的代表系$注意到这

些着色均不 "%等价!但可能同构&并且经过同构变换之后还
可能是 "%等价的#$将这些互相同构的着色看成同一种着色!
在这种情况下!剔除同构的着色之后!得到 " 中所有不同构
的边导出子图 !仍然是 *%等价类的代表系 !于是 $*"%+#
+""+$ 证毕$
下面以 ’ 个顶点的轮图 ,’’-!$.’!!为例! 说明求轮图

*%等价类的横贯的具体方法$
取轴心处的星 -!-’!!为支撑树 "!则相应的余树为 "’.’!!$

$*",’+#+".’!!+$经简单计算!可以确定出至多 .个顶点的圈.’

中不同构的子图数 + &.’+!分别为 "+ &./+’0!+ &.0+’1!+ &.2#’3!
+&.1#’!/!+&..#’!.$
由此得到"$*&,0##0!$*&,2##1!$*&,1##3!$*&,.##!/!

$*&,3##!.$ 其实!除了 $*&,0#’/40之外!其他各式均有等号
成立$ 事实上!当 ’%2时!轮图 ,’的同构变换只有绕轴旋转

及翻转&即自同构群是二面体群#$因此!周边的圈 .’!!总是变

到这个圈自己$如果两个着色在圈 .’!!中是不同构的!则它们
对图 % 而言也是不同构的$ 现在取这样的着色!其黑边子图
在圈 .’!!中是不同构的!因而对整个图 % 也是不同构的&也
不会在同构变换之后又出现 "%等价#$因此!这样选择的代表
系就是一个横贯$
由此得到"$*&,2#’1!$*&,1#’3!$*&,.#’!/!$*&,3#’!.$ 于

是推进了已有文献5/6’516’5.6中的结果$ 并且按照这种办法可
以一直做下去!只是计算量会越来越大$ 图 !是 ’’1的横贯$

图 # 轮图 !$的横贯

%&’( # )*+,-./*-/ 01 23//45’*+63 !$

7 结论
由于图式流形同胚分类的计数问题可转化为图的 $%边

着色问题!而着色在扭转变换下是 "%等价的!因此可进一步
根据割集空间与圈空间的理论!将 $%边着色的扭转变换转化
为着色与正则着色的对称差运算$ 最终得出结论"与某着色

"%等价的全体着色就是该着色与割集空间的乘积!它们构成
了该着色 "%等价类的一个横贯$ 剔除 "%等价类横贯中同构
的着色后就是 *%等价类的一个横贯$
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