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. 引言
分形中 1&2$*)(++ 维数的明显的上界 CDE经常就是维数的实

际数值!然而要给出证明却是困难的!而对于 1&2$*)(++ 维数
的下界估计! 往往难度更大" 因为得到一个维数的上界只要

计算该集合的一个特殊覆盖F!"G的形式为! !"
#的值即可!

而为求维数的下界!却必须证明对所有的 !!覆盖!! !"
#要

比某个正常数大 " 这样 !在估计维数上界时那些有效的

! !"
#!在考虑下界时就不好用了" 3&,-)( 集的 1&2$*)(++ 测

度已经得到了广泛的研究!并且推广到了广义的结果 CHIJE" 然
而 3&,-)( 集的 1&2$*)(++ 维数的研究却一直很少" 肯尼思#法
尔科内在文献CKE中利用质量分布原理和 1&2$*)(++ 测度与维
数的定义计算并证明了 3&,-)( 集的 1&2$*)(++ 维数!其关键在
于所给出的覆盖集上做了一个质量分布!这是值得肯定的证
明技巧" 本文利用符号系统中的字符串和度量空间! 结合集
合覆盖和映射的原理!探讨另一种不同的 1&2$*)(++ 维数的证
明方法"

/ 字符串定义
首先考虑具有两个符号!例如$$!%!记 &LF$!%G!由 & 中的

利用符号系统中的字符串和字符串定义的度量空间!结合集合有限覆盖原理和 567#’86$9 映射!建立一个由字符串定义的度
量空间到 :&1$,% 集的映射!分析在此映射下的函数递推关系!推导出该函数满足双向 567#’86$9 不等式!由此得出了文中定义的度
量空间的维数与 :&1$,% 集的 2&3#-,%44 维数相等! 从而给出了 :&1$,% 集的 2&3#-,%44 维数的另一种不同于运用质量分布原理证
明的方法!巧妙解决了 :&1$,% 集 2&3#-,%44 维数的证明问题!在研究方法上为研究其他复杂的分形集提供了避免利用质量分布原
理时需要分配一个适当的质量分布"一般比较难找!尤其对维数的下界估计#在其分形集上的困难的尝试!也为今后研究 2&3#-,%44
维数的理论和证明方法!以及字符串和维数的关系提供了理论基础和依据$

:&1$,% 集%字符串%有限覆盖%2&3#-,%44 维数
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字母构成字符串 !!字符串形成的全体记为 !!!! 中字母的个
数称为 ! 的长度!记为 ! "
若 !#"!!!! 则称 !" 为 ! 与 " 的连接!! 称为 !" 的前

缀!!"和 !#分别称为 !的左仔和右仔"记字符串长度为 "的
字符串集合为 !$"%!则 !!&!$"%"!$#%"!$’%"$"!$"%"$"
若一个字符串 "!!!是由一个 !!!!产生的! 那么存在

#!!!!使 "&!#!即 !一定是 "的一个前缀"
为了更好地说明 ()*+,- 集的 .)/01,-22 维数的另一种证

明方法!这里利用字符串定义一种新的度量空间"

! 字符串定义的度量空间
设 #$$%是由 %中的字符构成的!对 &$$%引入距离%有两个字

符串 $#%!&$$%!若它们有相同的前缀!则可以认为它们是&靠
近’的(若 $’%!距离应为 "!即 &#34$$(%%&"(若 $#%!则它们含
有的字符不相同"如%$)&*#*’$*)!%)&+#+’$+)!其中 $)#%)!)&#5’5
$5"!设前 , 个字符相同!而第 ,6# 个字符不相同!则可以表
示为 $&!$!!%&!%!!其中! ! &,!则称 ! 为 $ 和 % 的最大公

共前缀!定义 &#34$$(%%&
#
4$ %! & #

4, "

下面在距离 &#34下!引入集合 &$$%定义度量空间"
命题 集合 &$$%在距离 &#34下是一度量空间"
证明 #) 正性% &#34$$(%%&"(
’) 对称性% &#34$$(%%&"’$’%!&#34$$(%%&&#34$%($%(
4) 三角不等式%&#34$$(%%(&#34$$(’%6&#34$’(%%!对任意 $#%#’

均成立"

#)和 ’)的证明显然成立" 下面证明 4)"
先证 &#34$$(%%(7)89&#34$$(’%! &#34$’(%%:对任意的 $#%#’ 均

成立" 若 $#%#’中有两个相等!则不等式显然成立!所以可以
假设三者都不相等时!其两两的最大公共前缀的长度不为 "!
设 $#’ 的最大公共前缀长度为 ,;"( 而 ’#% 的最大公共前缀
长度为 -;"!则 $#%#’ 的最大公共前缀长度 "&7<*9-(,:;"!即
$#%#’ 的前 " 个字符均相同!所以!$ 和 % 的最大公共前缀的
长度至少是 "!因此!

&#34$$(%%( #
4" & #

4$ %7<*9,(-:

&7)8 #
4, 5 !#4-) *

&7)89&#34$$(’%5 &#34$’(%%:
则 &#34$$(%%(&#34$$(’%6&#34$’(%%!对任意的 $#%#’均成立"

" #$%&’(集的 )$*+,’(--维数
下面通过字符串和字符串定义的度量空间的引入!计算

&$$%的 .)/01,-22维数"
设 &&9"5#:!对于空间9&$$%5 &#34:!定义集合函数 . 为

.=.$>!?%&$1<)7>!?%/& #
4$ %!+ ,

/

&
#
4

!$ %
/

其中!/ 表示 &$$%集的 .)/01,-22 维数!>!?相当于 4 进制中的闭

区间 >-4, 5 -6#
4, ?!其中 -&4,"#0#64,"’0’6$640,"#60,!且

#

,&#
- 0,

4, &

"@0#$0,$!0,!9"5#:"

对于集合函数 . 中的 0! 可以表示为 0&’
#

"&#
- 1"

’" !1"!9"5

#:!因此!()*+,- 集就和 &$$%形成对应" 而距离为 &#34$$(%%!其中

$&’
#

"&#
-*"

4" !%&’
#

"&#
-+"

4" !*"!+"!9"5#:!则

#
4,6# (&$$(%%&

#

"&#
- *""+"

4" ( #
4,

对于任意的 "A2A#!由 9"5#:构成的 # $$%可以引入距离

&2$$(%%&2
!
*其中 $!%!#$$%)!具有最大的公共前缀 !!$&!$!!

%&!%!!现取 2& #
4
!对于.!!#$$%!有

1<)7>!?& #
4$ %!

因此!9>!?=!!#$$%:构成了度量空间9#$$%5 &#34:的一个覆盖集"

.$>!?%&*1<)7>!?)/&
#
4

!$ %
/

!%&>"?">#?!#$$%由字符串构成!

记为 $#$’$$"!而

.$>"?%&*1<)7>"?)/& #
4$ %/& #

’

.$>#?%&$1<)7>#?%/& #
4$ %/& #

’
对任意的集合 3$3/&$$%%!若9>!)?:是 3 的一个覆盖!!)!!(

)’#5’!则由 (#34$3%&<*2
#

)&#
-$1<)7>!)?%/&

#

)&#
- #

4$ %
/

& #
’
!其中 ( 为集

合 3的测度!则可得 &$$%的 .)/01,-22维数 /& BC’
BC4

"

下面利用以上结果证明 ()*+,- 集的 .)/01,-22维数"

定理 ()*+,- 集的 .)/01,-22维数是 1<7.& BC’
BC4

"

证明 已知 ()*+,-集中的点可以表示为

0&
#

"&#
-0"

4" &’
#

"&#
- 1"

4" 0"!9"5’:!1"!9"5#:

这就与 &$$%中的字符串 1#1’$1"形成一一对应!即%存在映射 4!
使得

4=&$$%0()*+,-集
设 $&$#$’$$"!&$$%!则 4满足递推关系%

4$$%&4$$#$’$$"%& #
4
4$$’$4$$"%6 ’

4
$#

& #
4’ 4$$4$D$$"%6 ’

4
$#6 ’

4’ $’

&’
,

"&#
- $"

4" 6 #
4, 4$$,6#$,6’$$"%

&’
#

"&#
- $"

4" $"!9"5#:

下面证明 4$$%满足双向 E<F0GH<+I不等式>D?"
对任意 $!%!&$$%!有

#
4 &#34$$(%%( 4$$%"4$%% (&#34$$(%%
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而 !!"!因此!!""一定存在非空的最大公共前缀 #!使得
!!#!! "!#"!

设 #!!"!##!!!则

"$!%!#
!

#!&
" !#

’# ( &
’! "$!!%

"$"%!#
!

#!&
""#

’# (
&
’! "$"!%

因而!

"$!%""$"% ! &
’! "$!!%""$"!%

由于 !!和 "!的公共前缀为空集!因此 "$!!%和 "$"!%分别

位于 )* &’# $和 #
’ *% && 中!则

&
’ ’ "$!!%""$"!% ’&

而

&
’! !$&+’$!$"%(

"
’ $"+’$!$"%’ "$!%""$"% ’$"+’$!$"%

所以 !,-./01 集的 2-3450166 维数和 7% $&%* $"+’8的维数相等 !为
9:#
9:’

!则 5;<’!(! 9:=
9:’

!原定理成立$

! 结论
,-./01 集 2-3450166 维数的分析和证明渗透了度量空间

的字符串理论! 并利用了符号系统中的字符串和度量空间!
结合集合覆盖和映射的原理!解决了 ,-./01 集的 2-3450166 维
数的另一种证明方法!为 2-3450166 维数的下界估计从不同的
角度给出了新的研究方法!也为今后研究 2-3450166 维数的理
论和证明方法!以及字符串和维数的关系提供了理论基础和
依据$
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