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. 引言
空间图理论是拓扑学中一个很重要的分支!已经成为许

多学科!如计算机"化学和基因工程中的一个重要的研究工
具# 空间图理论的研究通常与链以及纽结联系得极为紧密$
空间图理论中一类比较重要的研究问题是图在 $C嵌入

中的%内在&问题!即’不论怎样把图嵌入到 $C中!它的每个空
间嵌入中都包含非分离的链环!或者非平凡的纽结$ 也就是
说!这是图%内在&的性质!和它怎样嵌入是无关的$ @ABC 年!
D.0>&/ 和 E.+<.0V@W首次得到 !F(F 个点的完全图)的每个嵌入
中包含了一个非分离的链!即 !F是内在链图$ !N(N个点的完
全图)的每个嵌入中包含了一个非平凡的纽结!即 !N是内在

纽结图$ 随着研究的广泛和深入!得到了一系列的内在链图
与内在纽结图$ 能否把内在纽结图和内在链图的性质联系到
一起!构造出同时具有这两种性质的图呢* ?: X)-=(0*VYW构造出
了带有纽结分支的内在链图! 用两个 Q-’-+$-0图 !C6C6@与中间

边组成的图形成 Q-’-+$-0 图中的 !F和 !C6C6@!进而构造带有纽
结分支的内在链图$ 本文针对 Q-’-+$-0 图 "B进行研究!得到
了用两个 !C6C6@与中间边组成的图形成 Q-’-+$-0 图中的 "B!同
样也可以构造出一种带有纽结分支的内在链图$
本文在分片线性的范畴进行研究! 设图 % 是一个有限

空间图理论是纽结拓扑理论的自然拓广!是当前拓扑学中很活跃的分支" 内在链图和内在纽结图是近年来比较新的一个研

究领域!也是空间图中的两类重要的图" 本文结合内在链图和内在纽结图的性质!构造了一类兼具内在链图与内在纽结图性质的

图!带有纽结分支的内在链图!这个图的每个空间嵌入中都包含一个非分离的链!且这个链中至少有一个分支是非平凡的纽结" 针

对 /)$)%#)0 图 !1!本文利用两个 /)$)%#)0 图 "23435与中间边组成图的方法形成 /)$)%#)0 图中的 !6" 得到了一类带有纽结分支的

内在链图 #78.9:!并证明了图 #78.9:是带有纽结分支的内在链图"
空间图#内在链图#内在纽结图#带纽结分支的内在链图
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图!即图的边数和点数是有限的" 用惯用方式!将图 !看作一
个拓扑空间!即一维 !" 复形" 空间图指的是一个嵌入在三
维欧氏空间 "#中的图!空间嵌入指的是一个图在三维欧氏空
间 "#中的嵌入"

! 预备知识
定义 ! 将图 ! 嵌入在 "#中不交圈的有限集合!称为图

!在 "#中的链" 将图 !嵌入在 "#中的圈!称为图 ! 在 "#中

的纽结$#%"
在 "#中! 若不存与链不相交的球面分离了链的分支!则

称这个链为非分离的链"反之!称为分离的链"若图中的纽结
在 "#中不能界定圆片!则称这个纽结为非平凡的纽结"反之!
称为平凡的纽结"
定义 " 若图 ! 在 "#的每个空间嵌入中都包含了不交

的圈组成的非分离链!则称图 !为内在链图 $&%"
定义 # 若图 ! 在 "#的每个空间嵌入中都包含了圈形

成的非平凡纽结!则称图 !为内在纽结图 $&%"
定义 $ 若一个图在 "#的每个空间嵌入中都包含一个

非分离的链! 且这个链中至少有一个分支是非平凡的纽结!
则称这个图为带有纽结分支的内在链图 $’%"
下面介绍关于纽结的 !(不变量"
定义 % 纽结 # 的 !)*+,- 多项式!$.%/中的 %’ 的系数!

称为纽结 $ 的 !(不变量" 记为 !.$0"&’
$1%"

文献$2%中介绍了 !(不变量的应用!且知平凡纽结的 !(
不变量是 3"
设 ! 是一个有重边的图!如图 2所示"令 ’24’5表示 !的

5 条边!(2!(’!(#!(&表示 ) 中长度为 ’ 的 & 个圈! 并令 (*是

由 ’’*!2和 ’’*组成的圈" +,.-*6 (.0表示圈 -*!-.的链环数!且令

"7
/"0
#!8/0.9):’0"

引理 ! 对于图 2 中 ) 的一个嵌入 !"$3!当且仅当
+,.-26 -##$3和 +,.-’6 -&$$3$;%%

" 带有纽结分支的内在链图
由引理 2 知!由两个 <=>=?@=* 图 ##6#62与中间边组成的图

1是内在纽结图!且对于图 2 中的任意空间嵌入!都至少存在
一个包含直边 34 的纽结!如图 ’所示"

于是!有

定理 图 2823&0是带有纽结分支的内在链图"
证明 首先!介绍本文构造图 2823&0的具体方法"
需要利用 <=>=?@=* 图 55!55如图 # 所示" 通过分析 55中

链的两个分支可知!在 55中互不相交的圈为 5-6 与 7892:&
5(2 与 789;:&5:2 与 789;(&5:; 与 7892(&589; 与
:7(2&5892 与 :7(;&587( 与 :;92!以及 587: 与 (;92"
因此! 过点 5 的圈且存在与它不交的圈为 5(;&5(2&5:2&
5:;&589;&5892&587(!以及 587:"

记 2 为图 2 去掉直边后得到的图! 则图 2 可以简化为
23" 将图 23中的直边连着的点进行一次点扩张得到的图记为

22!经过两次点扩张得到的图记为 2’!如图 & 所示"然后!取 22

的 &个拷贝!分别记为 2262&226’&226#和 226&!点分别标为 :&5&;!
(&5&2!:&5&2和 (&5&;" 先将 2262与 226’的 5点粘起!放置如
下图 1 所示! 再把 226#的边 :!5!2 粘到构造图中的边 :!5!
2!226&的边 (!5!; 粘到构造图中的边 (!5!;" 接下来!取 2’

的 &个拷贝!分别记为 2’62&2’6’&2’6#和 2’6&!点分别标为 9&8&5&
;!9&8&5&2!:&5&8&7 和 (&5&8&7! 把 2’62的边 5!; 粘到构
造图中的边 5!;! 把 2’6’ 的边 9!8!5!2 粘到构造图中的边
9!8!5!2! 把 2’6#的边 :!5!8 粘到构造图中的边 :!5!8!把
2’6&的边 (!5!8!7粘到构造图中的边 (!5!8!7"则得到的构
造图即为 2823&0!如图 1所示"
最后!考虑 2823&0的任意一个嵌入!由于点扩张不改变纽

结圈的合痕类!因此图 22&图 2’中的直边都落在纽结圈上"沿
着这些纽结圈收缩 22&2’!并删掉任何与它们平行的边!则图

2823&0可收缩为 <=>=?@=* 图 55" 由于 55的任意嵌入中都包含

图 ! 图 !
&’() ! *+,-. !

图 " 图 "
&’() " *+,-. "

图 # 图 #/

&’() # *+,-. #/
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一对非分离的圈!且其中一个圈必包含 ! 点"而过 ! 点且存
在不交圈的圈都是纽结圈的收缩!且点扩张和增加边不改变

纽结圈的合痕类!所以得到了图 "!"#$%的任意嵌入中都存在
两分支的非分离的链! 且至少其中一个分支是非平凡的纽
结!即图 "!"&$%是带有纽结分支的内在链图# 结论得证#

! 结论
本文结合内在链图和内在纽结图的性质 ! 利用两个

’()(*+(, 图 #-.-."与中间边组成的图的方法! 形成 ’()(*+(, 图
中的 !/!进而得到了一类带有纽结分支的内在链图 "0"&$1#
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