
!"# $%$&’$()* +*%,*)--’$, -(."%/ ’0 10(/ .% 0.1/2 ."(
3%$.’$1%10 4."*10. -’$’-1- 4.’-( 5$/ ."( -’$’-1- 461(& 7
3%$01-+.’%$ %*8’.)& )9%’/)$3( ’$ ."’0 +)+(*: ;1*’$, ."( 0+)3(3*)6.
-’00’%$ &’6(.’-(< 5 #$=%1$.(* >’." %."#* 0+?=( %@A(3.0 ’0 +%00’@&(
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-(."%/0: C"( /2$?-’30 %6 ."( 0+?3(3*?6. ’0 /(03*’@(/ @2 ."(
-%/’6’(/ (&(-($.0: E’9($ ."( %+.’-?& +?*F’$, %*@’.< ."( %*@’.?&
?9%’/?$3( -’00’%$ ’0 /’9’/(/ ’$.% .*?$06(* ?$/ *%1$/.*’+ +"?0(0:
G%$0’/(*’$, ."( -’$’-1-7.’-( %* ."( -’$’-1-761(&73%$01-+.’%$
+(*6%*-?$3(< ."( %+.’-?& %*8’.?& ?9%’/?$3( +*%8&(- 3?$ 8(
6%*-1&?.(/: H1*."(*-%*(< ."( $%$&’$()* +*%,*)--’$, -(."%/ ’0
)++&’(/ .% /()& >’." ."( .>% +")0( %*8’.)& .*)$06(* +*%8&(-: C"(
0’-1&).’%$0 /(-%$0.*).( ."). ."( -’$’-1- .’-(I61(& 7=%$01-+.’%$

%*@’.?& ?9%’J?$=( -’00’%$ ’0 >(&& ?==%-+&’0"(J: C"( 0’-1&?.’%$
*(01&.0 ?&0% 0"%> ."?. ."( 0+?=(=*?6. 6&’(0 ?*%1$J ."( (?*." >’." ."(
-?K’-1- ."*10. -?,$’.1J( J1*’$, ’.0 >"%&( .’-( "’0.%*2 @%." ’$ ."(
-’$’-1-7.’-( ?$J ."( -’$’-1-761(&7=%$01-+.’%$ =?0(0:

=%$.’$1%10 ."*10.L %+.’-?& .’-(L -’$’-1- 61(&7
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. 引言
连续推力航天器最优轨道机动问题近年来是航天领域

的一个研究热点!轨道机动任务主要包括轨道转移"拦截和
交会!最优轨道机动则要求任务完成时间最短或者消耗燃料
最少# 研究最优轨道机动的方法主要有间接法和直接法两
种!间接法通常是利用极大值原理将轨迹优化问题转化为两
点边值问题$直接法则是将原来的最优控制问题转化为参数
优化问题!然后利用数学规划求解MN7OP#
描述卫星运动的方程通常有三种! 一种是在笛卡儿坐标

系下用位置和速度表示的开普勒方程$一种是在高斯坐标系
下用改进赤道轨道根数表示的高斯方程$另一种是在球坐标
系下用球半径%幅角及速度表示的运动学方程 MNP& 文献MQP和MRP
应用高斯方程!分别研究了时间最优和燃料最优轨道转移问
题!应用极大值原理将最优轨道转移问题转化为两点边值问
题!然后利用打靶法求解相应的边值问题& 文献MSP在太阳系
系统中!采用球坐标方程!同样应用极大值原理研究了地球
航天器与可能碰撞地球目标的拦截与交会问题& T%"$ CU V(..0

应用非线性规划方法研究了连续推力时间最优和燃料最优航天器规避问题! 航天器空间飞行中"为了避免与其他航天器或

空间碎片相撞"需采取措施实施规避策略!由于航天器最优规避问题是典型的具路径约束的轨迹优化问题"间接法即应用极大值原

理难于处理! 考虑航天器推进系统为固定比冲发动机"用改进的轨道根数描述航天器动态"在给定最大推力幅值和中间过渡轨道

时"将规避问题划分为转移和返回两个阶段"然后应用非线性规划方法统一考虑时间最优和燃料最优航天器最优规避问题!数值仿

真结果表明"最优规避任务能够完成#在时间最优或燃料最优规避情形时"航天器均以最大推力工作"且时间最优规避时消耗燃料

最少!

连续推力#时间最优#燃料最优#规避#非线性规划

!/01234 ! 5666789:8$266;%1;7661;76:

岳新成!耿志勇

北京大学工学院力学与空天技术系!湍流与复杂系统国家重点实验室"北京 NWWXYN

!"#$%&’"’()$*+’($ ,-$%./0 1+23$40
56"374&89

收稿日期# OWWZ7WY7NW
基金项目$ 国家自然科学基金项目%NWXQOWW["[WXYRWWN&!’科技导报(博士生创新研究资助计划项目%FA/@OWWZWNWN7S&
作者简介# 岳新成)博士研究生)研究方向为航天动力学与控制*机电系统控制)电子信箱$K2ZN[\+F1U(/1U=$!耿志勇%通信作者&)教授)研究方向为鲁棒

控制)航天动力学与控制*路径规划等)电子信箱$D2,($,\+F1U(/1U=$

]^_ ‘’$3"($,< E_aE b"’2%$,

!"#"$ %$& ’()*+#"*+& *, -.+)./$01$ #02 3*45/$6 !&7"$47L
8$5#+"4$0" *, 9$1:#0;17 #02 <$+*75(1$ =0>;0$$+;0>? 3*//$>$
*, =0>;0$$+;0>? @$A;0> B0;C$+7;"&? D$;E;0> FGGHIJ? 3:;0(

研究论文$<%$=’>)#%

科技导报 266;"28$1;% 1;

C M Y K



主要应用非线性规划方法研究航天器轨道机动问题!系统地
总结了轨迹优化方法的研究进展 !"#!并应用非线性规划方法
研究了小推力轨道转移问题 !$#"
航天器在太空飞行中!存在一定的与其他航天器或者空

间碎片相撞的概率!%#" 航天器需要采取一定的措施!以避免类
似美俄卫星相撞 !&#这样的事故再次发生" 通常有两种方法!一
是实施规避!二是发射拦截器实施拦截 !’#" 因此!轨道规避问
题可以描述为#已知航天器和障碍航天器的轨道根数和初始
位置!航天器实施轨道机动!要求时间最短或者燃料消耗最
小!以与障碍航天器相距一定的安全距离绕开障碍!然后返
回到原始轨道" 目前的文献调研表明!连续推力规避问题并
未得到广泛研究!仅在航天器编队研究中考虑了避障问题或
考虑脉冲推力控制 !(#"
应用极大值原理研究规避问题!由于转化后的两点边值

问题对初值的敏感性!而且考虑路径约束时需要猜测约束弧
的个数和切换点!使得问题变得异常难于求解" 文献!)*#应用
开普勒型方程和极大值原理研究了多段火星探测及返回问

题" 本文受文献!)*#启发!应用改进的赤道轨道根数描述的运
动学方程!假设存在最优中间过渡轨道!将轨道规避问题划
分为转移和返回两段非线性规划问题求解!数值仿真结果表
明该方法能够完成时间或燃料最优轨道规避问题"

! 问题描述
为简化问题研究!假设存在最优中间过渡轨道!航天器

从初始轨道转移到过渡轨道!然后再返回原始轨道!将两段
轨道转移统一考虑!研究时间或燃料最优轨道规避问题"
假设航天器为点质量体!推进系统为固定比冲常值推力

发动机! 则连续推力最优轨道规避问题可以具体描述为#设
计最优控制器使得性能指标

!+
",

*!)-" 或 !+!#.",/ $)%

最小!即最终飞行时间 ", 最短或任务完成时卫星质量 $.",0最
大&同时满足航天器运动学方程 !1#

!!+"*.!02 %
$

1

&+)
"’& "&.!0 ’3%

和航天器质量 $变化方程!4#

$! +!!% ’4%
其中!!为与发动机比冲相关的常数!% 为发动机推力幅值"
规避问题的初始条件和终端条件分别定义为

"*+.!.*0!!*5 $.*0!$*0+* ’6%
",+7!.",0!!*0+* ’’%

而中间过渡轨道满足约束

"8+.!.#80!!80+* ’9%
其中’!*!$*%为初始状态参数值!!8 为中间过渡轨道根数值"
同时!控制项推力幅值 % 和推力在轨道坐标系中的方向分量
$+.’)5 ’35 ’40满足约束

*#%#%:;< ’3
) 2’3

3 2’3
1 +) ’%%

航天器运动学方程常用改进的轨道根数描述!!+!( )*
)+ ,* ,+ -#=!前 ’个参数描述航天器轨道大小和形状!第 9
个参数确定航天器在轨道上位置" 其中!. 为角动量&’/*!/+%
为偏心率向量!在轨道平面!指向近地点&’0*!0+%为旋转向量!
在赤道平面!过轨道和赤道平面的交点&- 为累积赤经" 改进
的轨道根数与经典轨道根数.12 /2 &2 #2 $2 %0的关系为

.+ 3.)!/30&$ /*+/ >?87#4’0 /++/8@A7#4’0

0*+B;A &
3 >?8’ 0++B;A &

3 8@A’ -+’4#4%

其中!& 为地球引力常数!3 为半主轴!/ 为偏心率!& 为轨道倾
角!#为近地点幅角!’为升交点赤经!%为真近点角"
若推力在轨道坐标系下沿径向C法向坐标系分解!式’"%

中定义的航天器动态的 6个向量场为

%*+ 5"

&.4
(
(-

")+ .
5

58@A- (
(/*

!5>?8- (
(/+% &

""+ .
5

". (
(. 275>?8-2)*0 (

(/*
2758@A-2)+0 (

(/+% &
"4+ .

5
!6/+ ((/*

26/* ((/+
27" >?8- (

(0*
27" 8@A- (

(0+
26 (

(-% &
其中的参数为

5+)2/*>?8-2/+8@A- 7+)20"
*20"

+

)*+/*2>?8- )++/+28@A- 6+0* 8@A-!0+>?8-

" 非线性规划求解最优规避问题
标准的非线性规划问题可描述为#寻找向量 !!使得性能

指标 8 最小化!同时满足状态约束 9D#97!0#9E!以及有界约
束 !D#!#!E

!3#"对于最优控制问题!通常采用的直接法的做法
是!先将微分方程离散化!将原最优控制问题转化为一个参
数优化问题!从而利用非线性规划求解" 本文应用配点法!首
先将时间域分成 : 等份时间间隔

"*F")F(F":+",
每个间隔的端点称之为配点’>?GG?>;B@?A H?@AB%!从而每个配
点上的状态和控制

++I!*5 $*5 !)5 $)5 (5 !:5 $:J
作为非线性规划变量!再通过多项式插值得到整个最优控制
过程的控制和状态参数!根据这些参数积分状态方程形成约
束条件!从而得到一个数学规划问题"
根据上节最优规避问题的描述!将时间最优规避问题划

分为转移阶段’H)%和返回阶段’H3%" 令转移阶段和返回阶段
需要的时间分别为 "H)!"H3!则在转移阶段!非线性规划问题满
足的两端边界条件为

"7*/H)+7(7*/H)!(*5 /*7*/H)!/*
* 5 /+7*/H)!/*

+ 5 0*7*/H)!0*
* 5

0+7*/H)!0*
+ 5 -7*/H)!-*5 $7*/H)!-*/+*

"7"H)/H)+7(7"H)/H)!(85 /*7"H)/H)!/8
*5 /+7"H)/H)!/8

+5 0*7"H)/H)!08
*5 0+7"H)/H)!08

+/+*
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其中!!!"# ""
# $ ""

$ $ %"
# $ %"

$ %描述航天器初始轨道"!!&$ "&
# $ "&

$ $ %&
# $ %&

$ %
描述中间过渡轨道"&" 确定航天器在原轨道上的初始位置!
因为转移到过渡轨道上的位置无法确定!因此终端 & 是自由
的#
在返回阶段!满足的终端边界条件为

!’’()%()*’!’’()%()!!"# "#’’()%()!""
## "$’’()%()!""

$# %#’’()%()!%"
## %$’’()%()!%"

$%*"
而初始边界条件则满足转移阶段的终端条件!即两个阶

段满足连接条件

&()**’!’’(+%(+!!’"%()# "#’’(+%(+!"#’"%()# "$’’(+%(+!"$’"%()# %#’’(+%(+!%#’"%()#
%$’’(+%(+!%$’"%()# &’’(+%(+!&’"%()# +’’(+%(+!+’"%()%*"

将两个阶段统一考虑时间最优规避问题! 令 ’,*’(+-’()!则
性能指标为

,*
’(+

"!+.’-
’,

’(+
!+.’

对于最小燃料消耗问题!两段历经的时间 ’(+!’()是自由的!其
他条件与时间最优情形相同!但性能指标为

,*!+’’,%
另外!将轨道限制为椭圆轨道!则在两个阶段均需满足

路径约束

""")#-")$"+
至此! 将时间最优规避问题转化为两段非线性规划问

题!接下来采用 /0123456786/9++:算法进行数值仿真#

! 数值仿真
系统的运动学方程由式$)%和式$;%表示&在数值算例中!

其中的物理参数为 9;:

"*<+=<>?=)"@+) A1;5B)

#*+>C)"+"D) B5A1
同时!假设系统满足的边界条件即原始轨道和过渡轨道

的轨道根数如表 + 所示&

其中!根数 &为累积赤经!确定航天器在轨道上的位置& 对于
规避问题!已知航天器在原始轨道上初始位置!但是转移到
过渡轨道和返回到原始轨道上的位置都无法事先知道!因此
终端时刻的 & 是自由的& 而对于航天器的总质量!假设携带

足够的燃料!即燃料满足任务需求!在最大推力模式下!质量
变化与历经时间是线性关系!最终质量由时间确定!因此也
假设航天器在终端时刻的质量是自由的&
假设地球是半径为 = ;E? F1 的圆球!当航天器发动机最

大推力 -13G*;" H时! 考虑时间最优和燃料最优规避情形时!
航天器在地球惯性坐标系下的三维飞行轨迹如图 + 和图 )
所示& 图 +中!.#’.$’./为航天器在地心坐标系的位置# 可以
看出!航天器完成了时间最优或燃料最优规避使命!其中时
间最优规避时转移轨道和返回轨道的半长轴与原始轨道半

长轴相比变化不大!主要通过改变轨道倾角完成规避"而最
少燃料消耗情形时的转移轨道和返回轨道则变化较大#

图 ; 和图 C 分别为时间最优和燃料最优情形时的最优
状态随时间变化轨迹!虚线代表转移阶段!实线代表返回阶
段#对于时间最优规避情形!转移过程历经时间 E+>EE B!总飞
行时间为 +)=><EE C B"而考虑最少燃料消耗时!航天器转移
阶段历经时间 ?=>E< B!总飞行时间 +C@>)=@ = B# 由此可以看

表 " 轨道规避边界条件
#$%&’ " ()*+,$-. /)+,010)+2

变量 初始轨道 过渡轨道

!5(B)A1D+%
"#
"$
%#

%$

&5!#I
+5FJ

">"<<
">)
">"
">=
">"
!5)
+ <""

">"=
">"
">"
">)
">+
自由

自由

图 " 时间最优规避 !3 最优轨迹
4056 " !3 )7108$& 1-$9’/1)-. :)- 1;’ 80+08*8 108’

)-%01$& $<)0,$+/’

图 = 最少燃料消耗规避 !3 最优轨迹
4056 = !3 )7108$& 1-$9’/1)-. :)- 1;’ 80+08*8 :*’&>

/)+2*8710)+ )-%01$& $<)0,$+/’
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图 ! 状态最优变化轨迹"时间最优规避情形
#$%& ! ’()$*+, -.,/)$.0 .1 -)+)2-3 )42 *$0$*/* )$*2 .56$)+, +7.$8+092 9+-2

图 : 状态最优变化轨迹"最小燃料消耗规避情形
#$%& : ’()$*+, -.,/)$.0 .1 -)+)2-3 )42 *$0$*/* 1/2,"9.0-/*()$.0 .56$)+, +7.$8+092 9+-2

出!转移阶段要比返回阶段用时较多"
第一个根数 ! 可确定航天器飞行轨道的大小!!"#" "$#确

定椭圆轨道的偏心率!!%#" %$$确定轨道倾角" 由图可以看出!
根数 ! 在时间最优时的转移阶段变化比较缓慢#而在燃料最
优时的转移阶段变化较大!即航天器飞行实时椭圆轨道的半
长轴变化较大#由图 % 和图 & 的三维飞行轨迹也可以明显看
出这点" 轨道倾角在时间最优和燃料最优时的变化轨迹比较

相似!而且转移阶段和返回阶段的变化几乎是对称的"根数 &
确定航天器在飞行轨道上的实时位置!根据

’’()*
&(+!&,

&!! "
可以确定航天器绕飞地球的圈数 )!()* 为向下取整"时间最
优规避时!终端时刻 &(+’%-./0"!绕飞地球圈数约为 &1#最少燃

料消耗规避时!终端时刻 &(+’.1/20."!绕飞地球圈数约为 %1"
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!第 !届天津青年科技论坛"征文

由图 !和图 "可以看出!航天器质量与时间呈线性关系!
根据质量变化方程!可知在时间最优或燃料最优时!航天器
均以最大推力工作!因此航天器质量可以表示为

!#"$%!&!!#’()"
根据上面的表达式可知!时间最优规避时!航天器消耗的燃
料也最少!但是在考虑最少燃料消耗时!航天器完成任务的
飞行时间不一定是最短的"

! 结论与展望
研究常值连续推力时间最优和燃料最优规避问题!在中

间过渡轨道已知的条件下!将规避问题划分为转移和返回两
个阶段!然后应用非线性规划方法统一考虑时间或燃料最优
规避问题" 数值仿真结果表明!对于同一最大发动机推力幅
值!时间最优情形与燃料最优情形相比较!航天器完成规避
任务历经的飞行时间短!飞行轨迹的椭圆轨道半长轴变化较
小!但是绕飞地球的圈数多" 数值仿真同时也表明!在考虑时
间最优或燃料最优轨道规避时!航天器均以最大推力工作"
但是!上述结论仅是数值仿真结果!并未得到理论证明"

由于非线性规划方法本身的局限性!选择配点较多时!运算
时间过长!而配点选择较少时!最优轨迹则非常不光滑#对于
更小的最大推力幅值$如 *& +以下%!运用非线性规划方法则
无法得到数值仿真结果& 因此在非线性规划方法的基础上!
寻求改进或者其他算法来研究最优规避问题将是进一步研

究的方向& 本文的数值仿真算例中!中间过渡轨道的轨道根
数是随意选取的!完成规避任务的中间过渡轨道的优化选取
也是一个有意义的研究方向#更进一步地!在不预先给定中
间轨道情况下!研究最优航天器规避问题在理论与算法上都
是一个巨大的挑战&
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!学术动态!

为促进青年科技人才成长!推动自主创新与科技进步"天津市科协搭建了学术交流平台#$$%天津青年科技论坛&’ 论
坛旨在调动青年科技人员的积极性!主动性和创造性"凝聚广大青年科技工作者的智慧和力量"服务天津经济社会又好又
快发展’ 自 !""# 年创办以来"每两年举办一次"至今已连续举办 $ 届’ %第 % 届天津青年科技论坛&将于 &’!’ 年 ( 月举
办’现面向全市青年科技工作者征集科技论文’全部应征论文将由论坛执行委员会专家进行评审"并选择其中的优秀论文
编辑出版(第 % 届天津青年科技论坛论文集)*天津科技出版社出版")*+, 书号+’
论文申报截止日期为 &’’" 年 -& 月 .- 日’
联系方式,天津市和平区和平路 &/% 号*0’’’1-+ 王黎明"苏雅宁-电话,’&&2&%-&&(&&-传真,’&&2&%-&-$’--电子

信箱,34567789:;<8==>?=@>?A’

研究论文!)%*+’,#("

科技导报 -../#-0!12" -3

C M Y K


