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0 引言

搜索论作为军事运筹学的一个分支,是根据二战中

的搜潜、扫雷等军事行动经验 ,由 Koopman 最先发展起

来的理论[1- 3]。搜索论自提出以来 ,在人员搜救、信息查

询、治安、反潜、反恐、战术对抗等领域 [4]均有广泛的应

用背景和指导意义。

Koopman 搜索论的核心是以静止目标为研究对象

的最优搜索力配置模型 , Stone[5]发展了最优搜索论 , 利

用动态规划方法完善了搜索力最优分配的理论,这个阶

段的搜索理论中 ,由于被搜索目标是无意识的 , 此类问

题也称为单边搜索问题。

当搜索双方都是具有智能的主体时,被搜索者不希

望被搜索者发现,进而会根据搜索者的行为采取规避的

策略。这类问题称为双边搜索问题[6],或搜索对抗问题。

双边搜索问题首先用于描述反潜搜索过程, Danskin[7]借

助速度圆的概念优化了传统的反潜策略 , Gal 和

Alpern [8] 着重讨论了树形搜索域的双边搜索问题 ,

Washburn[9]提出以单元格为基础的多阶段搜索模型 ,

Hohzaki[10- 11]则讨论了搜索者在固定移动路径上的巡逻

搜索对抗问题。

已有的研究多专注于对搜索双方本身的各种约束

条件的分析,而忽略了结合搜索域中的各处探测概率进

行分析。在现实的搜索行动中,被搜索者会支付较大的

花费移动到容易躲藏的地方 (即探测概率较小的地方)
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进行规避,这样就会对搜索双方的策略产生影响。本文

在 Washburn 的离散搜索模型基础上 , 提出了一种综合

考虑搜索花费和探测概率的双边搜索模型,用以描述搜

索双方混策略的变化情况。

1 双边搜索的模型

根据被搜索者的特性,可将双边搜索模型按照两种

方式划分 :① 被搜索者是运动的还是固定的 ;② 被搜

索者是否能观测到搜索者的历史搜索过程。

被搜索者固定的双边搜索模型, 主要体现在 Gal[12]

的工作中。在 Gal的树形搜索域里,被搜索者一开始选

择一个节点进行躲藏 ,随后保持位置固定 , 支付函数为

搜索成功的时间或经过的路程,搜索者期望极小化这个

量,被搜索者期望极大化这个量。Gal和 Ruckle[13]随后证

明这一模型最终可以划归为中国邮差问题进行处理。在

这种情况下,被搜索者是否能观察到搜索者的历史搜索

过程,对搜索结果没有影响。

针对搜索双方都具有运动能力的情况 , Ruckle[14]首

先研究了一类搜索双方相互不知道对方历史行为的搜

索模型。但事实上在一些情况下,如典型的搜潜行动中,

搜潜直升机投放的主动声纳仪发出的声纳信号可以在

海中传播很远 ,潜艇即使远离直升机的投放位置 , 也能

探测到主动声纳仪的投放位置,进而感知到搜潜直升机

的历史搜索路径。Daskin 研究了此类被搜索者能够感

知到搜索者的历史搜索路径的问题 , 并给出了相应对

策[15]。

在将双边搜索模型应用于其他类型的搜索域,如楼

层中分割的房间、一片根据地形特征进行划分的山区

时 ,普遍采用了离散模型进行分析[16]。在模型中离散是

指:

1) 搜索区域是离散的, 即将整个搜索区域划分成

N个单元格,或抽象成具有若干节点的树;

2) 搜索的时间是离散的,即搜索双方的所有行为,

如搜索者从某单元 i 移动到单元 j、搜索者在单元 j 进

行探测、被搜索者的移动等 , 都是一个最小时间 ! 的倍
数。

下面将讨论的双边搜索模型是离散的、搜索双方均

是可运动的、被搜索者可以感知搜索者的历史搜索路径

的一类新模型。与传统双边搜索模型相比,此模型将综

合考虑搜索花费和探测概率的影响。

1.1 新模型描述

在双边搜索中,被搜索者是对抗的。对于搜索者来

说 ,希望花费尽可能少的代价 ,以尽可能大的概率发现

搜索目标,而被搜索者则希望尽量防止被发现。显然,随

着对抗的反复进行 ,不存在一个纯策略 , 否则搜索者将

轻易地找到被搜索者 , 或被搜索者将轻易地回避搜索

者。因此这是一个二人零和博弈问题。

考虑双边搜索模型。某个搜索域划分成 N个单元

格,并以小写字母 i, j, k,表示不同的单元格, ( i, j, k=1,2,

3,⋯, N)。搜索域内有一个搜索者和一个被搜索者,在某

次对抗搜索的回合中,搜索者和被搜索者分别各自选取

一个单元格进行搜索和规避, 如果在有限的回合内,搜

索者发现了被搜索者 ,则判定搜索者胜 , 否则判定被搜

索者胜。

假设搜索者从单元格 i, 移动到单元格 j 所需要的

搜索花费(可以是燃油、补给等物理变量)为 f(i, j);当搜

索者在单元格 j 而被搜索者在单元格 k 时,搜索者进行

一次探测找到躲避者的概率称为探测概率 Pjk, 探测概

率反映不同单元格进行探测的难易程度,且有

Pjk=
0 j≠k

Pj j=
"
k

( 1)

搜索者的策略空间为 S={s1, s2,⋯, sN}, 被搜索者的

策略空间为 E={e1, e2,⋯, eN}。

以 F(j, n)表示第 n个回合搜索者在单元格 j进行探

测后的支付函数,则 F(i, n+1)为下回合搜索者移动到单

元格 i进行探测后的支付函数。F(j, 0)=0 且 F(i, n+1)>F

(j, n)。

在第 n+1 次搜索回合结束后 ,从搜索者角度来讲 ,

进行一次搜索活动的支付函数就有两种情况:

1) 搜索者和被搜索者不在一个单元格内, 则搜索

者的探测是不可能发现被搜索者的,此时搜索者需要支

付的值为 f(i, j)+F(j, n)。

2) 搜索者和被搜索者同时处于一个单元格 i 内 ,

则搜索者进行探测时,以概率 Pi发现被搜索者 ,此时搜

索者需要支付值: f(i, j)+(1- Pj)F(j, n)。

基于上述分析 ,可以得出某次对抗搜索中 , 搜索者

需要支付的总支出:

F(i, n+1)=
j
#sj{f(i, j)+(1-

k
$ekPjk)F(j, n)} ( 2)

由式( 1) ,上式可以简化为

F(i, n+1)=
j
$sj{f(i, j)+(1- ejPj)F(j, n)} ( 3)

显然对于搜索者来说希望最小化搜索支出,而被搜

索者希望极大化搜索支出。

因此,搜索双方的对策函数为

F(i, n+1)=min
s
max
e j
$sj{f(i, j)+(1- ejPj)F(j, n)} ( 4)

注意到方程右侧是 e的线性函数,对于被搜索者来

说,他的最优策略就是选择
j
$sj{PjF(j, n)}最小项,从而,

可将式( 4)简化为

F(i, n+1)=min
s
{
j
$sj[f(i, j)+F(j, n)]- min

j
sjPjF(j, n)} ( 5)
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令, z=min
j
ejPjF(j, n),最终可以将双边搜索化为一个动态

规划问题:

min{
j
!sj[f(i, j)+F(j, n)]- z} ( 6)

s. t. sjPjF(j, n)- z≥0 ( 7)

j
!sj=1 ( 8)

可以解得,该动态规划问题有两个均衡解:

z=sjPjF(j, n) #j=1, 2, ⋯, N,或者 z=0
由式( 8) ,可在仿真计算时,通过以下形式计算 。

z=
j
! 1
PjF(j, n)

$ %- 1 ( 9)

因此,当对抗搜索双方均以最优策略进行搜索与躲

避时,第 n+1回合的均衡对策值为

F(j, n+1)

=min min
j
[f(i, j)+F(j, n)], s

*

j [f(i, j)+F(j, n)]-& ’z ( 10)
s
*

j =
z
PjF(j, n)
; e
*

j = 1-
F(i, n+1)- f(i, j)
F(j, n)$ %1

Pj
( 11)

再根据式( 10)和式( 11) , 以及搜索者的历史路径 ,

就可以计算得到搜索双方在每个搜索回合的最优搜

索-规避的混策略。

1.2 基于新模型的仿真运算

由以上的理论推导可以知道 , 对于一个分割成 N
个单元格的搜索域,若知道每个单元格的搜索花费和探

测概率,便可以对搜索双方的行为进行分析。不失一般

性 ,假设某搜索区域可以划分为 3 个单元格 , 相对位置

关系如图 1。

单元格 2 到其他两个单元格所需花费相等, f( 1, 2)

=f( 2, 1) =f( 2, 3) =f( 3, 2) =2。而单元格 1, 3 之间相隔较

远需要的花费为 3, f( 1, 3) =f( 3, 1) =3。在原单元格内

保持不动需要的花费为 1, f( 1, 1) =f( 2, 2) =f( 3, 3) =1。

首先分析等探测概率下的双边搜索情况,即设每个

单元格的探测概率相同 : P=[P1 P2 P3]=[0.8 0.8 0.8],

由此得到的 10次搜索回合结果列于表 1。

从表 1 中的数据可以看出 , 在第 5 回合 , 搜索者以

0.326 0, 0.348 1, 0.326 0的概率分别对 3个单元格进行

搜索 ,假设搜索者最后到达单元格 1 进行搜索 , 而被搜

索者观测到搜索者处于单元格 1,则根据式( 4) ,躲避者

应当分别以 0.100 5, 0.288 8, 0.610 7 的概率前往单元

格 1, 2, 3躲避。对于搜索者来说,在第 6回合应当以更

大的概率 0.346 9 搜索单元格 2, 因为此单元格到达其

他单元格所需要的花费比较小。

其次分析不等探测概率下的双边搜索情况,即同样

花 费 矩 阵 不 变 , 探 测 矩 阵 变 为 P =[P1 P2 P3] =

[0.8 0.9 0.1],其表明在单元格 3 进行搜索具有更大的

难度;那么由此得到的 10次搜索结果列于表 2。

可以发现 , 虽然单元格 2 到达其他单元格的平均

时间较短 ,但在多次搜索回合之后 ,搜索者和被搜索者

反而会以较大的概率选择探测概率较小的单元格 3 进

行探测和躲藏。

当然 ,给定每个单元格的搜索花费和探测概率后 ,

以上算法可以简单推广到多单元格的情况。

2 结论

本文在综合考虑了搜索花费和探测概率对搜索双

方混策略的影响后 , 建立一类改进的新型双边搜索模

型。

图 1 3 单元格的搜索区域

Fig. 1 Search domain with three cells

表 1 等探测概率下的双边搜索结果

Table 1 Two- s ided search results of equal

detection probability

F(1, n) s1 F(2, n) s2 F(3, n) s3
n=1

n=2

n=3

n=4

n=5

n=6

n=7

n=8

n=9

n=10

1.000 0

2.000 0

3.000 0

4.000 0

4.900 0

5.505 9

5.948 5

6.273 7

6.512 7

6.688 2

0.333 3

0.333 3

0.329 5

0.325 2

0.326 0

0.326 6

0.327 0

0.327 2

0.327 4

0.327 5

1.000 0

2.000 0

3.000 0

3.866 7

4.559 1

5.156 4

5.600 4

5.926 8

6.166 6

6.342 7

0.333 3

0.333 3

0.340 9

0.349 5

0.348 1

0.346 9

0.346 1

0.345 6

0.345 2

0.345 0

1.000 0

2.000 0

3.000 0

4.000 0

4.900 0

5.505 9

5.948 5

6.273 7

6.512 7

6.688 2

0.333 3

0.333 3

0.329 5

0.325 2

0.326 0

0.326 6

0.327 0

0.327 2

0.327 4

0.327 5

表 2 不等探测概率下的双边搜索结果

Table 2 Two- s ided search results of unequal

detection probability

F(1, n) s1 F(2, n) s2 F(3, n) s3
n=1

n=2

n=3

n=4

n=5

n=6

n=7

n=8

n=9

n=10

1.000 0

2.000 0

3.000 0

4.000 0

5.000 0

6.000 0

7.000 0

8.000 0

8.936 3

9.529 1

0.169 8

0.169 8

0.169 8

0.168 6

0.165 5

0.161 6

0.157 1

0.153 6

0.154 4

0.155 3

1.000 0

2.000 0

3.000 0

4.000 0

5.000 0

6.000 0

6.905 2

7.610 3

8.250 6

8.836 2

0.150 9

0.150 9

0.150 9

0.149 9

0.147 1

0.145 6

0.146 8

0.147 9

0.148 0

0.148 2

1.000 0

2.000 0

3.000 0

4.000 0

4.947 2

5.776 7

6.530 2

7.224 6

7.858 5

8.439 1

0.679 2

0.679 2

0.679 2

0.681 6

0.687 5

0.692 8

0.696 0

0.698 6

0.697 5

0.696 5

令!!7"($
"

#%$%%+"& ’,!最终可以将双边搜索化为一个动态

规划问题:

min{
j
!sj[f(i, j)+F(j, n)]- z} ( 6)

s. t. sjPjF(j, n)- z≥0 ( 7)

j
!sj=1 ( 8)

可以解得,该动态规划问题有两个均衡解:

z=sjPjF(j, n) #j=1, 2, ⋯, N,或者 z=0
由式( 8) ,可在仿真计算时,通过以下形式计算 。

z=
j
! 1
PjF(j, n)

$ %- 1 ( 9)

因此,当对抗搜索双方均以最优策略进行搜索与躲

避时,第 n+1回合的均衡对策值为

F(j, n+1)

=min min
j
[f(i, j)+F(j, n)], s

*

j [f(i, j)+F(j, n)]-& ’z ( 10)
s
*

j =
z
PjF(j, n)
; e
*

j = 1-
F(i, n+1)- f(i, j)
F(j, n)$ %1

Pj
( 11)

再根据式( 10)和式( 11) , 以及搜索者的历史路径 ,

就可以计算得到搜索双方在每个搜索回合的最优搜

索-规避的混策略。

1.2 基于新模型的仿真运算

由以上的理论推导可以知道 , 对于一个分割成 N
个单元格的搜索域,若知道每个单元格的搜索花费和探

测概率,便可以对搜索双方的行为进行分析。不失一般

性 ,假设某搜索区域可以划分为 3 个单元格 , 相对位置

关系如图 1。

单元格 2 到其他两个单元格所需花费相等, f( 1, 2)

=f( 2, 1) =f( 2, 3) =f( 3, 2) =2。而单元格 1, 3 之间相隔较

远需要的花费为 3, f( 1, 3) =f( 3, 1) =3。在原单元格内

保持不动需要的花费为 1, f( 1, 1) =f( 2, 2) =f( 3, 3) =1。

首先分析等探测概率下的双边搜索情况,即设每个

单元格的探测概率相同 : P=[P1 P2 P3]=[0.8 0.8 0.8],

由此得到的 10次搜索回合结果列于表 1。

从表 1 中的数据可以看出 , 在第 5 回合 , 搜索者以

0.326 0, 0.348 1, 0.326 0的概率分别对 3个单元格进行

搜索 ,假设搜索者最后到达单元格 1 进行搜索 , 而被搜

索者观测到搜索者处于单元格 1,则根据式( 4) ,躲避者

应当分别以 0.100 5, 0.288 8, 0.610 7 的概率前往单元

格 1, 2, 3躲避。对于搜索者来说,在第 6回合应当以更

大的概率 0.346 9 搜索单元格 2, 因为此单元格到达其

他单元格所需要的花费比较小。

其次分析不等探测概率下的双边搜索情况,即同样

花 费 矩 阵 不 变 , 探 测 矩 阵 变 为 P =[P1 P2 P3] =

[0.8 0.9 0.1],其表明在单元格 3 进行搜索具有更大的

难度;那么由此得到的 10次搜索结果列于表 2。

可以发现 , 虽然单元格 2 到达其他单元格的平均

时间较短 ,但在多次搜索回合之后 ,搜索者和被搜索者

反而会以较大的概率选择探测概率较小的单元格 3 进

行探测和躲藏。

当然 ,给定每个单元格的搜索花费和探测概率后 ,

以上算法可以简单推广到多单元格的情况。

2 结论

本文在综合考虑了搜索花费和探测概率对搜索双

方混策略的影响后 , 建立一类改进的新型双边搜索模

型。

表 1 等探测概率下的双边搜索结果

Table 1 Two- s ided search results of equal

detection probability

令!!7"($
"

#%$%%+"& ’,!最终可以将双边搜索化为一个动态

规划问题:

min{
j
!sj[f(i, j)+F(j, n)]- z} ( 6)

s. t. sjPjF(j, n)- z≥0 ( 7)

j
!sj=1 ( 8)

可以解得,该动态规划问题有两个均衡解:

z=sjPjF(j, n) #j=1, 2, ⋯, N,或者 z=0
由式( 8) ,可在仿真计算时,通过以下形式计算 。

z=
j
! 1
PjF(j, n)

$ %- 1 ( 9)

因此,当对抗搜索双方均以最优策略进行搜索与躲

避时,第 n+1回合的均衡对策值为

F(j, n+1)

=min min
j
[f(i, j)+F(j, n)], s

*

j [f(i, j)+F(j, n)]-& ’z ( 10)
s
*

j =
z
PjF(j, n)
; e
*

j = 1-
F(i, n+1)- f(i, j)
F(j, n)$ %1

Pj
( 11)

再根据式( 10)和式( 11) , 以及搜索者的历史路径 ,

就可以计算得到搜索双方在每个搜索回合的最优搜

索-规避的混策略。

1.2 基于新模型的仿真运算

由以上的理论推导可以知道 , 对于一个分割成 N
个单元格的搜索域,若知道每个单元格的搜索花费和探

测概率,便可以对搜索双方的行为进行分析。不失一般

性 ,假设某搜索区域可以划分为 3 个单元格 , 相对位置

关系如图 1。

单元格 2 到其他两个单元格所需花费相等, f( 1, 2)

=f( 2, 1) =f( 2, 3) =f( 3, 2) =2。而单元格 1, 3 之间相隔较

远需要的花费为 3, f( 1, 3) =f( 3, 1) =3。在原单元格内

保持不动需要的花费为 1, f( 1, 1) =f( 2, 2) =f( 3, 3) =1。

首先分析等探测概率下的双边搜索情况,即设每个

单元格的探测概率相同 : P=[P1 P2 P3]=[0.8 0.8 0.8],

由此得到的 10次搜索回合结果列于表 1。

从表 1 中的数据可以看出 , 在第 5 回合 , 搜索者以

0.326 0, 0.348 1, 0.326 0的概率分别对 3个单元格进行

搜索 ,假设搜索者最后到达单元格 1 进行搜索 , 而被搜

索者观测到搜索者处于单元格 1,则根据式( 4) ,躲避者

应当分别以 0.100 5, 0.288 8, 0.610 7 的概率前往单元

格 1, 2, 3躲避。对于搜索者来说,在第 6回合应当以更

大的概率 0.346 9 搜索单元格 2, 因为此单元格到达其

他单元格所需要的花费比较小。

其次分析不等探测概率下的双边搜索情况,即同样

花 费 矩 阵 不 变 , 探 测 矩 阵 变 为 P =[P1 P2 P3] =

[0.8 0.9 0.1],其表明在单元格 3 进行搜索具有更大的

难度;那么由此得到的 10次搜索结果列于表 2。

可以发现 , 虽然单元格 2 到达其他单元格的平均

时间较短 ,但在多次搜索回合之后 ,搜索者和被搜索者

反而会以较大的概率选择探测概率较小的单元格 3 进

行探测和躲藏。

当然 ,给定每个单元格的搜索花费和探测概率后 ,

以上算法可以简单推广到多单元格的情况。

2 结论

本文在综合考虑了搜索花费和探测概率对搜索双

方混策略的影响后 , 建立一类改进的新型双边搜索模

型。

表 2 不等探测概率下的双边搜索结果

Table 2 Two- s ided search results of unequal

detection probability
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对该算法的仿真数据研究可知,当搜索域各处的探

测概率相差不大时 ,如果搜索域里某些地区 , 到达其他

地区所需的花费较少 ,即交通较方便时 , 该地区应当重

点加强搜索。而如果某些地区的探索概率比较小(如可

以隐蔽的地方较多等) , 则这些地区就是搜索和躲避相

对频繁的地区。仿真算例的结果进一步显示,在双边搜

索问题中 ,搜索者和被搜索者的理想搜索、规避地点是

那些交通方便,且探测难度较大的地方。综上,仿真计算

结果展示该新模型在一定程度上可以定量描述抓捕、搜

索入侵者等一类的问题,具有一些现实意义。

本文对于双边搜索行为的研究还是初步的,考虑到

的环境和影响因素都较为简单。例如,如果被搜索者起

初并未意识到搜索者的存在;或被搜索者不知道搜索者

的目的 ,因而可能采取或对抗或合作的态度等 , 都会对

双方的搜索策略造成影响。此外,在现实中,被搜索者经

过一段路径会留下痕迹, 使得自己被发现的概率增大;

而搜索区域也不是简单的拓扑结构。上述这些情况,都

对搜索模型的建立和分析提出了挑战,有待将来进一步

细致的研究。
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取 2 枚均匀的骰子 ,每枚骰子的 6 个面都分别刻着 1～6 的点

数。同时抛掷这 2 枚骰子 ,考虑这样一个问题 :需要将 2 枚骰子掷

多少次才能使得到 2 个 6 点的可能性不小于 50%?这也是一个在

玩骰子的赌徒中长期流传的问题。

早期许多数学家曾研究并解答过这一问题。如以"卡尔丹公

式"闻名的 16 世纪意大利数学家卡尔丹( 1501- 1576)做过这样的

分析 :因为每 36 次中有 1 次机会掷出两个 6 点 , 所以平均起来 ,

每掷 36 次这样的结果会出现一次。因此 , 在半数这么多次即 18

次投掷中 , 出现 2 个 6 点的机会能达到 50%。17 世纪 , 一位名叫

梅累的贵族给出的答案是 : 24 次。然而 , 他发现当以一比一打赌

“每掷 24 次总会有一次 2 个骰子都是 6 点”时 , 自己仍是输多赢

少。为什么会这样? 1652 年前后 ,梅累就此问题向当时法国著名

数学家帕斯卡( 1623- 1662)请教。帕斯卡经过思考 ,给出了正确的

回答。

你也来解答一下这个问题吧(可以使用计算器)。

上期“3 枚骰子的点数”答案

问题的关键在于 :每种情况出现的机会并不一定相等。

为了出现 3 个骰子点数完全相同 , 只有一种途径 , 比如要出

现“3, 3, 3”,只能 3 个骰子都掷出 3 点。但当 3 个骰子点数有 2 个

相同时 ,有 3 种不同的途径掷出 ,比如要出现"3, 3, 4", 3 个骰子掷

的结果可以如下 : 3, 3, 4; 3, 4, 3; 4, 3, 3。而当 3 个骰子点数均不相

同时 ,则有 6 种不同的途径掷出。

这样 , 我们就可以算出 3 个骰子点数之和为 9 的六种情况

(即 1, 2, 6; 1, 3, 5; 1, 4, 4; 2, 2, 5; 2, 3, 4; 3, 3, 3) 出现的总的可能

数为 : 6+6+3+3+6+1=25,因此 9 可有 25 种不同的途径掷出。

同样 ,我们可以算出 3 个骰子点数之和为 10 的 6 种情况(即

1, 3, 6; 1, 4, 5; 2, 2, 6; 2, 3, 5; 2, 4, 4; 3, 3, 4)出现的总的可能数为 :

6+6+3+6+3+3=27,因此 10 可有 27 种不同途径掷出。

有趣的是 , 伽利略在解答这一问题时 , 把 3 个骰子掷出来后

可能有的 216 种结果全列了出来! 在这种穷举的基础上 , 伽利略

得出了与我们上面分析相同的结论。

(供稿 韩雪涛 责任编辑 黄永明)
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