
!"# $%$&’$()* +,)-’&’$()* (&&’./’0 .*%1&(2 !3’4 56!!6"!7

!!89&%:!;#5$8!% ’$ ) 1)&& &’"() <’/" =#,2>$$ ?%,$3>*@
0%$3’/’%$- %$ !&( >*( -/,3’(3A B%* (>0" C D" DEF > G>2’&@ %G

>..*%H’2>/( .*%?&(2- !I’456!!6"!7!!89&%: !7;!!;!
!*!# $;#5$8!% ’-

J%$-’3(*(3A K"($F ’/ ’- $>/,*>& /% &%%L G%* > G>2’&@ %G -%&,/’%$- %G
/"’- .*%?&(2 >$3 /"($ /% .>-- /"( &’2’/ >- !%C /% %?/>’$ > -%&,/’%$
/% /"( G’*-/ .*%?&(2A M(0>,-( <( 0>$$%/ ,-( N%’$0>*" ’$(+,>&’/@ /%
-%&4( /"( -(0%$3 .*%?&(2 3’*(0/&@ ?@ 4>*’>/’%$>& 2(/"%3-F G%* (>0"
C D+ ,’F -+(O 9&(P&+ ’- 3(G’$(3A Q%$-’3(* /"( /"’*3 G)2’&@ %G /"(
.*%1&(2F ) -%&,/’%$ /% /"( -(0%$3 .*%1&(2 ’- %1/)’$(3 <"($ +%C;A
M@ 2()$- %G ) 3%,1&( .(*/,*1)/’%$ )*:,2($/F ) .%-’/’4( *)3’)&
-%&,/’%$ !&.E5/(PRCS8’.5/(8 ’- %1/>’$(3A

-’$:,&>* (&&’./’0 (+,>/’%$T $(,2>$$ .*%1&(2T
*(:,&>*’/@T 3%,1&( .(*/,*1>/’%$ >*:,2($/

. 引言
在本文中!研究了如下形式的椭圆方程

!3’456!!6"!7!!89&%:!;#5$8!% /(内

!UC /(内

"!
"# 9C "/(

(
*
*
*
**
)
*
*
*
**
+

上

"E#

径向正解的存在性$ 其中!/(9/(5C8"()为球域!# 为 "/(单位

外法向量!",7!),E$ 本文中假设 #,C 是一个径向的 .E函

数!即 #5$89#56$68$
这个问题产生于研究非牛顿湍流 VEW7X和非牛顿渗流 VYX!以

及多孔介质中的气体渗流等问题$ 在非牛顿湍流理论中!数
量 "用来描述介质的特征$ "U7时!媒质称为膨胀流%"D7时!
媒质称为伪塑流%"97时!称为牛顿流$

"97 时!许多作者研究过类似于方程"E&的 "!Z).&)0( 问
题$ 在文章中一般利用 # 算子一些好的性质!如极大值原理
以及比较原理等$ 另外 "UE 时!"!Z).&)0( 方程在有界空间内
解的存在性及结构也已进行过充分研究$ 对于 "-7的情形!
最大的障碍是 "97 时的一系列好的性质不再成立或者难以
验证$
非线性奇异边值问题有相当丰富的背景!例如热传导问

题 [\X!人口增长问题 []^以及多孔介质问题 V_^$ 近几十年!对椭圆
方程边界问题已经进行了比较充分的研究!证明解的存在性
及唯一性的方法可以参见文献V\‘a^$ 最近!在文献Vb^中利用
上下解方法研究了源于生态模式的强耦合椭圆系统古典解

的存在性$ 但是! 绝大多数文献考查的都是 c’*’J"&(/ 边值问

研究了球内带非线性对数项的拟线性椭圆方程!-/012!!2"!3!!456,7!8#9$:!%带纽曼边值问题解的存在性!推广了 ;) <=)/%,>
的相关结论!;) <=)/%,> 研究的是 "53 时解的存在性" 利用双摄动理论!首先对参数 .?"?@ 考虑一组逼近问题!-/092!!2"!3!!:5

6,7 !38"!&"
!&". $8#9$:!%解的存在性" 由于不能直接利用 A,/B’&%" 不等式去求解上述逼近问题!所以对于每个 .?’?(!定义另外一个

区域 )’*C5+*D+’!考虑在 )’*上逼近问题解的存在性!当 ’%.8时可以得到逼近问题解的存在性"最后令 "%.!求出逼近问题解的极限!
得到所研究问题存在一个径向的正解 !&,@9+*DE.F4’,9+*4"

奇异椭圆方程#纽曼边值问题#正则性#双摄动理论

G@HIJ3K L @...MHNIH$3..O%.3M..PKM.P

崔周进!徐 兵

解放军理工大学数理系!南京 7EEECE

! "#$%&’’ ()*+,#% -*)
.$&/0,0’#&) 1,,02304 56$&30*’ 7038
9*:&)038%04 "*’,0’#&)03; 0’ & <&,,

收稿日期" 7CCaWEEWEa
基金项目" 江苏省教育厅自然科学基金项目#CadeMEECCC]$
作者简介" 崔周进!助教!研究方向为偏微分方程和应用!电子信箱"0,’f"%,g’$hE7_AJ%2

Qij k"%,g’$F li M’$:

01"2+341)3 56 -""7819 :23#14238;< 2)9 =#><8;<? =@-
A)8B1+<83> 56 C;81);1 2)9 D1;#)575E>F G2)H8)E IJJJKJF .#8)2
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题! 对 "#$%&’’ 边值问题研究较少! 文献()*+,-中"作者研究
了带 "#$%&’’边值条件的椭圆问题!文献(.-中考查了如下形
式的拟线性椭圆问题#

!!/0123!"3#!4!"5!"$!,6%7"89: "内
";: "内
#"
$% 9: $&

"
$
$
$
$$
#
$
$
$
$$
%

上

$4%

作者利用山路引理得到了方程正解的渐近行为&$94 时"方程
$4%解的渐近行为在文献(+:"++-中已进行了研究&
研究问题$+%的方法是采用双摄动理论& 首先"类似于文

献(+4"+<-"对于每个 :=!=+"考虑一组逼近问题

!/0123!"3$!4!"89>?@ "
A6!"6!
"6! 6&7’8"( )*内

";: +,内

$"
$% 9: $),

&
$
$
$
$
$
$
#
$
$
$
$
$
$
%

上

$<%

很自然地去寻求上述问题$<%的一组解"然后令 !’:"求出解
的极限"这样就可以得到问题$+%的解&
对于每个 :=-=,"定义区域 .-,B9),C)-& 考虑另外一组问

题#

!/0173!"3$!A!"89>?@ "
A6!"6!
"6! 6&7’8"( .-,内

";: .-,内

"9’ $)-上

$"
$% 9: $),

&
$
$
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$
$
$$
%

上

$D%

这里 ’;: 是一个常数& 当 -’:6时"可以得到问题$E%的一个
解&引入问题$F%是因为不能直接利用 G?0’H&I"不等式去求解
$E%&
本文主要结论如下#
定理 ! 假设 &(: 是一个径向 /+函数"那么问题$+%存

在一个径向正解 ")/+7,,CJ:K5*/7),5&
注记 ! 如果把问题$+%右端的对数项变成一个更一般

的奇异函数"定理 + 结论依然成立& 实际上"假设函数 0B7:L+5

’, 是一个光滑函数"使得>0%
1’:

6
07159!# 和>0%

1’:
6

0715
12 9+ 成立"这

里 2)7:L+5&那么"可以用一组关于参数 !连续递减的函数 0!
近似地代替 0"使得 0!7:59:"并且当 !’: 时"对于 1)7:L #5有
0!715’0715& 对于 !:;: 时 0!:

(: 的情况"这样的修改能够类似

地进行下去"本文第 A 节的结论只要进行一些小修改依然成
立&
本文的结构是"第 + 节寻求问题$D%的上下解并且得到

上解的估计’第 A 节证明问题$D%解的存在性’第 E 节对于问
题$D%令 -’:6" 得到问题$E%解的存在性’最后证明定理 + 的
结论成立&

! 方程!""的上下解
引理 # 假设 ’(+"那么 "++是问题$D%的下解"并且不

依赖于 :=!,+和常数 ’&
证明 很明显"既然在 +3内 &(:"那么下面不等式对任

意 :=!,+ 和 ’(+ 都是成立的#

>?@ +6!+6!
+6! 6&7’5(>?@+9:

证明完毕&

下面需要寻求$D%的上解& 假设 4-为空间 5+7.-,5的子空
间"即

4-B9J")5+7.-,5 在 $+-上 "9:K
对任意 6)4-"定义表达式

363-B9
.-3
- 3!63A/’. /+MA $N%

注#表达式3(3-定义了空间 4-上的一个范数"并有24-L3)3-8
为一个自反巴拉赫空间! 进一步由文献(+D-的式*OPFF%"在 4-

上 G?0’H&I"不等式成立"即存在 (;:"使得

.-3
- 6$/’,(

.-3
- 3!63$/’

接下来考虑一种特殊情况"当 !9+ 时"问题*F%的径向形式为

!217!+)$2"$88$917!+>?@ "
A6"6+
"6+ 617!+&218"( -8183

";: -8183
"2-89’
"$2389

&
$
$
$
$$
#
$
$
$
$$
% :

*Q%

其中 )$2189313$!A1+注意到当 "(: 时"有 >?@ "
A6"6+
"6+ (:!为了简

单起见"定义

921: ;89>?@ ;
A6;6+
;6+ 6&218;(

那么"如果 6是
!217!+)$26$88$917!+921: 6<’8 -8183
6;: -8183
62-89’
6$2389

&
$
$$
#
$
$$
% :

*O%

的解"可以得到 6<’是方程*Q%的解! 下面通过寻求一个泛函
极小值得到解 6 的存在性! 假设 =04-为关于原点对称函数

的集合! 定义泛函 *B>’3 为

*2689 +
$

3

--17!+36$3$ /16
3

--17!+?21: 6218817!+/1

其中"?21L 621889
@

:-921L 2;<’868/;" ;6B9%&RJ;L :K!

定理 $ 泛函 *)/+弱下半连续"那么存在 6)4-"使得

*2689%0’")4-
*2"8 *$268+:

既然 6是式*O%的弱解"可以得到

62189
1

--)!+

$ @+!A
,

@-;A!+92;L 62;86’8/1 2; /@

其中

)
!+

$ 2"89 "
+
$S+ "(:

!2!"8
+

$S+ "=

&
$
$$
3
$
$$
% :
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定义 !"! "#$!!
引理 ! 假设 !!#"那么函数 !"!"是方程#$$的一个上

解"并且不依赖于 %&"#’%
证明 显然"对任意 %&"$#"方程&($的解是&$$的一个

上解"在)"% &*上 !"是方程&($的解"并且 !"!!!!%
既然函数 ’是光滑的"

!"+(,"!-
(

"%#!#

) *#!+
&

*%,
+!#

’+,% !"+,,,.& ’, .* &/$

那么有 !"(-’)"% &*%
引理 " 存在常数 .01"使得2!"2"#."并且常数 . 不依

赖于 "(+13 &,% 进一步对任意 $(+13 &," 存在常数 -$和 "$(
+13 &,"使得对任意 "(+13 "$,"下面的估计成立’

2!"2-1
)$% &*32!"2-4

)$% &*32#)+!!" ,2-4
)$% &*#-$

证明 由式&/$可得" 存在常数 -4"-501"以及 /(+13 #,"
有

!"+(,#!-
&

"%#
!#

) *#!+
&

*%,+!#’+,% !"+,,,.& ), .*

$!--#

&

"%#
!#

) *#!+
&

*%,+!#+!"+,,,/.& ), .*

$-6--’2!"+,,2
/

)!’
"

&

"%#
!’

) *’!+
&

*%,+!’.* +, .* &7$

但对于某些不依赖于 "的常数"有
&

"%#
!’

) *’!+
&

*%,+!’., ), .*$-8

那么"有2!"+,,2"$-5--92!"+,,2
/

)!’
" 3也即2!"+,,2"$."其中 .01 不依

赖 "% 实际上"既然

2!"+,,2
)!’!/
)!’

" $-52!"+,,2
!/
)!’
" --9

那么"当 "-1时"2!"+,,2"-""得到矛盾%由2!"+,,2"的估计"
可以得到关于 !"的其他相关估计%

# 方程!!"解的存在性
在本节中"利用第 ’ 节得到的上下解&! 和 !"$得到方程

&9$的解% 定义函数

0"+(% !,!"(1!’:;< !
6-"!$"
!$" $(1!#2+3,!/-4! (()"% &* !!%

其中"选择常数 4"使得对于任意 (()"% &*"!-0"+(% !,递增% 首
先令 !%"! 构造序列 !1"使得每个 !1满足

!+(1!##)+!#1-# ,,$-4!1-#"0"+(3 !1, "5(5&
!1-#0% "5(5&
!1-#+","!
!$1-# +&,"

.
0
0
00
/
0
0
00
1

%
&#%$

由文献)7*" 可以得到如下引理%
引理 $!弱比较原理" 令 % 为 &+ &+!6$中的有界空间

并且具有光滑边界 &%"!!+%3 -%,-+%3 -", 为连续非减函数"

假设 !#3 !6(6#3 )+%,"对于任意非负函数 ’(6#3 7
% +%,"满足

%%22!#2)!62!#2’.3-
%%!+!#,’.3$

%%22!62)!62!62’.3-
%%!+!6,’.3

那么"由在 &%上 !#$!6可以得到在 %内 !#$!6%
引理 % 序列=!1>非减"并且对于任意 (()"% &*"1(+"满

足

!1+(,$!1+(,$!1-4+(,$!"+(,
证明 只需证明 !1$!4$!"" 一般的结论可以类似地推

得%
可知

!+(1!4#)+!$1 ,,$-4+!1,$!+(1!4#)+!$4 ,,$-4+!4, "5(5&
+!1!!4,+",$1
+!1!!4,$+&,"

.
0
00
/
0
0
0
1 1

因此"由引理 ( 可以得到在)"% &*上 !1$!4% 又因为

!+(1!4#)+!$4 ,,$-4+!4,$!+(1!4#)+!$" ,,$-4+!", "5(5&
+!4!!",+",$1
+!4!!",$+&,"

.
0
00
/
0
0
0
1 1

所以"类似可以得到在)"% &*上 !4$!"%
由引理 ? 定义极限形式 !"" +(,!":@A

1-"
!1+(,"(()"% &*"可以得

到

4$!""$!"+(, (()"% &*
实际上"函数 !"" 是方程&9$的一个解%
引理 & 函数 !"" 是方程&9$的一个解"并有 !""(-4)"% &*%
证明 对于每个 1(+"有

!1+(,"!-
(

"%#!4

) *4!+
&

*%,+!4 :;< !
6
1-"!1-"
!1-"

-2+3,!/
1* +., ’, .*

既然对于任意 1(+"4$!1$."则在 -4)"% &*中有 !1-!""
成立%

’ 方程!("解的存在性
在本节中令 "-1-"求方程&9$解的极限"这样可以得到方

程&8$的解%
引理 ) 对于给定的 1&"$4"当 "-1-时"求 !""的极限"即

可得到方程&8$的解 !"%
证明 为简单起见"对于 !""略去要求 "01% 前面已经得

到

!"+(,"!-
(

"%#!4

) *4!+
&

*%,+!4 :;< !
6
"-"!"-"
!"-"

$2+3,!/
"* +., ’, .*

并且已经知道 (()"3 &* 时 4$!"$.% 类似于引理 B 可以证
明"对于任意 $(+13 &,"存在常数 -$01 和 "$(+13 &,"使得对于
任意 "(+13 "$,"下列估计成立’

2!"2-1
)$% &*32!"2-’

)$% &*32#)+!$" ,2-’
)$% &*$-$

由紧嵌入 -’)$% &*--1)$% &*"可知"存在定义在+13 &*上的
序列 "1和 !""使得得到的新的序列 81!"!"1有下面结论成立’

在 -’
:;C +13 &,上"81-!""以及在 -’)$% &*上"81-!"%

专题论文!*+,-./0 1223,2"
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! 定理 "的证明
最后! 利用第 ! 节中得到的一组解取极限得到方程""#

的解$为了得到结论!类似于引理 #!首先得到一系列估计!这
些估计也是不依赖于参数 !的$
首先!得到在$%& !’上成立的估计如下%

"!"!!# """&
注意到序列$"!(%)!!"满足当 !*%时 "!

$ 解的性质!因此有

"!+%(,"!$!-.(/
%

!-." "
0"

& ’"0(
!

’")*0" 123 "
!./!"!/!
"!/!

/++,’"!# $- 4% &) 4’

!!!!!%’5!-.& !6 ’".&
以及

"!$%(,"!$!-.(0
!-.

%" "
0"

& %’"0* !

’")*0"#123 "!./!"!/!"!/! /

+$,("!-(4)&4’ %’$%& !-.6 ""!&

类似于引理 #!由方程 """&!""!&可得 !对于每个 #’
$%& !(!存在常数 .#*% 和 !#’$%& !(!使得对任意 !’$%& !#(!下
述估计成立%

7"!7.%
5#/ !6&7"

!7."
5#/ !6&7"&$"!"(7."

5#/ !6!.#

所以!类似于第 !节的方法!可以找到一个解 "!满足
#$%0#""&$""((",%0#"123 "/%0#"+$%("- $1%2!
"*% $2%2!
""$!(,

)
+
++
*
+
++
, %

即 " 是方程""&的径向解!并且可得到 "’."$%& !(-.$%& !6$
把解 "连续延拓到整个区间5%& !6$ 令 $3是$%& !-.(上的序列!
并且 3.$ 时有 $3.%$ 从方程"8&可得

"$$3(,"$!-.(#
!-.

$3
" "

#"

& ’"#(
!

’")(#"$123"/+$,("-(4% &) 4’

如果 $45$3!可知

"$$4(#"$$3( ,
$4

$3
""

#"

& ’"#*
!

’")*#"$123"/+$,("-(4% &) 4’

由方程"""&可以得到存在常数 .*%!使得 "$$4(#"$$3( !
. $4#$3 !所以 "$$3(是 !上的 9:;<=>列$ 定义 6为此序列的极
限!可以得到!如果 %3 是 +%& !-.(上的另外一组收敛到 % 的序
列!那么也有 "+%3(.6$ 因此!就得到了1?@

$.%
"+$(,6!定理 " 证明

完毕$

# 总结
本文研究了拟线性椭圆方程带纽曼边值问题解的存在

性$ 纽曼边值问题研究的文献相对较少!本文改进了相关文
献的方法!具有一定的新意$ 文中所利用的方法可以推广到
类似的拟线性椭圆方程带纽曼边值问题解的研究中去!例如
可以考虑方程右端奇异项的改变!或者可以考虑边值问题是
非齐次的情况!这些都是下一步研究所关注的方向$
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#科技导报$%研究论文&栏目征稿

#科技导报$以发表国内外科学技术各学科专业原创性学

术论文为主%同时刊登阶段性最新科研成果报告%以及国内

外重大科技新闻%快速&全方位&高密度&大容量提供科技信

息’ (研究论文)栏目专门发表自然科学&工程技术领域具有

创新性的研究论文%要求学术价值显著&实验数据完整&具有

原始性和创造性%同时应重点突出&文字精炼&引证及数据准

确&图表清晰%并附中&英文摘要以及作者姓名&所在单位&通

信地址&关键词等信息* 本栏目欢迎广大一线科技工作者投

稿* 投稿网址+NNNGQm4aG2D3,投稿信箱+Qm4aaman<:BCG2D3G<I*
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