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/$,& (,-+,(()+,- 2(4+’(05 60 7 8$)$/(*)+’ 4+.)$*+3, +0 ("’+*(2 .&
*9( 4$)+$*+3, 3: *9( .(7/ *(,0+3, 3) *9( .(7/ 7"+7% 08((2; $ %$)-(
*)$,04()0( /3*+3, 3: $"+$%%& /34+,- .($/0 /$& 3’’1) 1,2() ’()*$+,
’3,2+*+3,05 <, *9+0 8$8(); *9( 0*($2&=0*7*> )>083,0> 3? ,3,%+,>7)

7"+7%%& /34+,- @>7/0 A+*9 *+/>=B>8>,B>,* 4>%3C+*& +0 7,7%&D(B5 E9(
/7*()+7% *+/( 2()+47*+4( +0 10(2 +, *9( 4+0C3(%70*+C C3,0*+*1*+4(
)(%7*+3,5 F0&/8*3*+C 7,7%&0+0 +0 8)3830(2 *3 +,4(0*+-7*( *9( -34(),+,-
(G17*+3, 3: 7, 7"+7%%& 7CC(%()7*+,- 4+0C3(%70*+C @(7/H I(7/0 7)(
C3,0*)7+,(2 @& (%70*+C J3+,*0 7* @3*9 (,B0 +, 7%% *+/(5 E9( 01883)*+,-
C3,B+*+3,0 /7& @( :3)/1%7*(B 70 0+/8%( 01883)*0 A+*9 *3)0+3,
08)+,-05 E9( 7"+7% 08((B +0 C97)7C*()+D(B 70 7 0+/8%( 97)/3,+C
47)+7*+3, 7@31* 7 C3,0*7,* /(7, 08((B5 <: *9( 7"+7% 08((B 47)+7*+3,
:)(G1(,C& 788)37C9(0 *9( 01/ 3: 7,& *A3 ,7*1)7% :)(G1(,C+(0; *9(
01//7*+3, 87)7/(*)+C )(03,7,C( /7& 3CC1)5 E9( 0*7@+%+*&=0*7*(
(G17*+3, 7,B 7/8%+*1B( (G17*+3, 7)( 3@*7+,(B :3) *9( C3/@+,(B
87)7/(*)+C )(03,7,C( 4+7 *9( 70&/8*3*+C 7,7%&0+05 K1/()+C7%
("7/8%(0 093A *9( (::(C*0 3: *9( 4+0C3(%70*+C+*&; *9( 7/8%+*12( 3:
:%1C*17*+3, 7,2 *9( ,3,%+,(7)+*& 3: *9( @(7/ 3, 0*7@+%+*&=0*7*(
)(083,0(5

7"+7%%& 7CC(%()7*+,- @(7/L 70&/8*3*+C 7,7%&0+0L
87)7/(*)+C )(03,7,C(L 4+0C3(%70*+C+*&L 0*7@+%+*&=0*7*( )(083,0(

. 引言
轴向运动梁可作为多种工程装置的力学模型 MN=OP! 由于轴

研究了非线性变速轴向运动梁稳态幅频响应! 变速轴向运动梁的控制微分方程被建立"黏弹性本构关系引入了物质时间导

数"考虑了由均匀轴向运动梁变形的影响而导致梁轴向伸长而引起的附加力"并以轴向张力平均值代替梁上各点的精确值"建立

了积分/偏微分非线性轴向运动梁的控制方程! 轴向运动梁两端的边界为带有扭转弹簧的套筒铰支的混杂边界条件"同时认为轴
向运动速度在平均速度附近做微小简谐脉动! 应用渐进摄动法直接求解非线性变速轴向运动梁的控制方程并导出了当扰动速度

的频率接近未扰系统任意两个固有频率之和时所发生的组合参数共振的稳态幅频响应方程和振幅方程! 数值结果给出了轴向运

动梁的黏弹性#扰动振幅#非线性对稳态幅频响应的影响! 结果显示"轴向运动梁的材料的黏弹性增大时"零平衡位置的失稳区域

会减小$当梁的轴向扰动速度幅值增大时"零平衡位置的失稳区域随之增大$稳定及非稳定的两条非零解曲线的振幅都会因为非

线性系数的增大而减小! 零解失稳范围则不受非线性项的影响!

轴向变速运动梁$黏弹性$渐进法$参数共振$稳态幅频响应
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向速度变化的影响!梁可能出现大幅度的振动!因此!轴向变
速运动梁的稳定性问题受到众多学者的关注" 非线性变速轴
向运动梁稳态响应已有大量的研究" !"#$ 和 %&$’ 对积分型
轴向运动梁稳态响应和非线性振动做了一系列研究 ()*+," -".$
和 /0$’ 对于积分型轴向运动梁的稳态响应做了数值验证 (1,"
本文利用渐进法分析了非线性变速轴向运动梁稳态响应"

! 控制方程
考虑一个均匀黏弹性梁!密度为 !#横截面积为 !!惯性

矩为 "#初始拉力为 #!在支承两端间长度为 $ 上以轴向传输
速度 "2%3运动!认为梁在平面内只有横向位移 &2’4 %5的弯曲振
动!这里 % 为时间!’ 为轴向坐标" 由于梁变形影响导致梁轴
向伸长而引起附加力 !#! 其中 # 为由于运动产生的扰动应
力!这里以轴向张力平均值代替梁上各点的精确值" 黏弹性
本构关系选为式$67%!由牛顿第二定律得到控制方程$68%

#9’( )( %5:*$2’( )( %5;%($2’( )( %54%;&$2’( )( %54’, $6&%

!!2&4 %%;&!&4’;<&&4’%;&<&4’’5;+4’’: #; 6
$

$

=!!#>’" #&4’$ %4’ $68%

其中!* 为梁的弹性模量!% 为黏性系数" 梁横截面上的弯矩
+9’4 %5和轴向应变 $9’4 )4 %5分别定义为

+9’( %5:!
?!)#9’( )4 %5>! $9’( )( %5:!) ’

<&9’( %5
’’< (,: 6

< &4
<

’

$<%
其中!平面$)( ’%为弯曲主平面!#9’ ()( %5为分布正应力" 将式
$<%代入式$6%!得到无量纲控制方程

&4%%;-!&4’;<-&4’%;9-<*65&4’’;.
<

@ &4’’’’;()&4 ’’’’%;(*-&4 ’’’’’:&4’’&
$

=! 6
< (.

<

6 &4
<

’;(<.<&4’ &4’%;(<.<"&4’ &4’’& #>’ $)%

其中!

&’ &
($(

’’ ’
$ %’% #

!!$<( -/" !!
#(

*0 %"
($) #!!(

&
<

@ :
*"
#$<

.6: !*
#( .<: !%

($ !!#(

)
+
+
+
+
+
*
+
+
+
+
+
,

$+%
式中!(为无量纲小参数"考虑梁的两端为带有扭转弹簧的套
筒铰支的混杂无量纲边界条件

&9=4 %5:= &4 ’’9=4 %5!.&4’9=4 %5:=
&964 %5:= &4 ’’964 %5;.&4’964 %5:
- =

$1%

假设轴向运动速度在平均速度附近做微小简谐脉动

-9%5:-=;(-6A0$+% $B%
其中!-= 为平均轴向速度!-6 和 + 分别为轴向速度变化的振
幅和频率"
将式$B%代入式$)%得
+&4 %%;1&4 %;2&:(9+-6 CDA +%&4’;<-6 A0$ +%&4’%;

-6 A0$ +%<&4’’;<-= -6 A0$ +%&4’’;*&4’’’’%;*"&4’’’’’5*

&4 ’’
$

=! 6
< (.

<

6 &4
<

’;(<.<&4’&4’%;(<.<9-=;(-6 A0$ +%5&4’ &4’’$ %>’ $E%

其中!质量算子 +#陀螺算子 1及刚度算子 2定义为

+0" 1:<-= ,’’ 2: -
<

= *& .6 ’<
’’< ;&

<

@
’+
’’+

$F%

这里算子 +和 2为对称正定算子!陀螺算子 1为斜对称算子"

" 渐进分析
在边界条件$1%下!关于方程$E%的线性系统

+&4%%;1&4%;2&:= $G%
的固有频率 +.$.03! 4%可以被确定" 如果轴向速度振动频率
+ 接近系统任意两个固有频率之和!将会发生组合共振"为了
定量描述 +和 +35+4的接近程度!引进一个由

+/+35+45(# $6=%
定义的解谐参数 -:6963" 假设式$E%解的形式为

&9’( %3:.39’4 /H (3.
0+3 %;.49’4 /H (3.

0+4 %;-- $66%
其中!-- 表示前面所有项的共轭’引入慢变时间尺度 /0(%’函
数 ..9’( /H (3取决于参数 (!假设 ..在 (/= 时的极限存在且
有界!可将 ..9’(/((3展开成 (的幂级数形式为

..:.=.;(.6. $.03( 4% $6<%

将式$66%代入式$1%!并令 .
0+. %
的系数分别在 (= 和 (6相

等!分别导出 (=和 (6的边界条件为

.=.9=4 /3:= ."=. 9=4 %3*..#=. 9=4 %3:=

.=.964 /3:= ."=. 964 %3;..#=. 964 %3:- = 9.03( 43 $6)%

将式$66%代入式$E%!并令 .
0+. %
的系数分别在 (= 阶和 (6

阶相等!得到

!+
<

.+.=.;0+.1.=.;2.=.:= 9.03( 43 $6+%

!+
<

.+.6.;0+.1.6.;2.6.:!<0+..! =.!<-=.! #=.; 6
<
.
<

6."=.
6

=!9.#=.3<>’;

.
<

6."=7
6

=!.#=7.#=.>’;.
<

6."=7
6

=!.#=..#=7>’;.
<

6."=.
6

=!.#=7.#=7>’;

.
<

6."=.
6

=!.#=..#=.>’; 6
<

(9+7!+.3.#=7;<0-=."=7,&6.0#/!

* 0+..
9+3

=.;-=.
913

=.
& # 9.:34 4H 7044 33 $61%

设方程$6+%的解为
.=.9’( /3:8.9/30.9’3 9.03! 43 $6B%

将方程$6B%分别代入方程$6)%I$61%!得到
1.9=3:= 1". 9=3!.1#. 9=3:=
1.963:= 1". 963!.1#. 963:=

$.03( 4% $6E%

!+
<

.+1.;0+.11.;21.:= $.03( 4% $6F%

*+
<

.+.6.;0+.1.6.;2.6.:*<90+.1.;"=1#. 38! .*0+.%1
9+3

. 8.*

"=%1
913

. 8.; 6
< .

<

68
<

. 80. <1".
6

=!1#.11#.>’;11".
6

=!1#<. >& #’ ;

6
< "6.0%#(9+7*+.311#7;<0"=11"7 ,807;.

<

6878078.&1". 6

=!1#711#7>’;

1"7
6

=!1#.11#7>’;11"7
6

=!1#.1#7>’#
9.03( 4H 704( 33 $6G%
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其中!在边界条件"!"#下!方程"!#$的解 !!$"%在文献 &’(已经
给出%方程&!)$必须满足如下可解性条件才能得到有界解 &"(’

(!"
*

!##!!+,"!$$!!+%$!!- %!)./ $!&’( )% &*/#

根据可解性条件&*/#!使用函数 !!$"%对方程&!)#两边进

行内积!得到

*! !+$&’!+!
*

!+!,*,*!,%*!+!
*

!(!*
*

! *!!+0,-)*! +!*!,./

&!&’! )% ,&)! ’# &*!#
其中
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*/
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/",#1%
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! 3"+,"!

!
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! 3"

* -/

!
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!

/"%#!%!3"$ %
(!.

!

/"%#"!%"!3"
!

/"%#!%#!3"+ !
*

!

/"%"*! 3"
!

/"%#!%#$!3"

* -/

!

/"%#!%%!3"+,"!

!

/"%#!%!3"$ %

+!,.

!

/"%#",%",3"
!

/"%#!%$!3"+
!

/"%#",%"!3"
!

/"%#!%$,3".
!

/"%"!%",3"
!

/"%#!%#$,3"

* -/

!

/"%#,%", 3"+,",

!

/"%#,%,3"$ %
+!.

,-/

!

/"%#!%$,3"+ !
* $",5"!%

!

/"%#!%#", 3"

* -/

!

/"%#,%",3"+,",

!
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(
(
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(
(
(
(
(
(
(
((
)

&**#

数值试验表明!各系数的实部和虚部满足

60$’)%7/ 89$’)%./
60$+,!/./ 89$+,!%:/
60$()%./ 89$()%:/
89$+’%
89$+)%

. 60$+’%
60$+)%

.

&
(
(
(
(
(
((
’
(
(
(
(
(
((
)

0

&*;#

将判定方程&*!#的解写成极坐标形式

*’..’0
,/’ *)..)0

,0)

&*4#
其中!.! 和 0! 分别表示第 ! 阶亚谐波共振响应的幅值和相
角!是有关 1的实数函数’将方程&*4#代入方程&*!#并分离实
部和虚部得到

.! ’.-!.)89$+’%<,=2!*!3)60$+’%>?<2"&.’60$’’% &*2#

.! ).-!.’89$+)%<,=2!-!.’60$+)%>?<2!&.)60$’)% &*’#

.’0!’.!!
*

! 89$(’%.
;

’!!
*

! 89$+’)%.’.
*

)!-!.)89$+’%>?<2!

-!.)60$+’%<,=2 &*"#

.)0! ).!!
*

! 89$()%.
;

)!!
*

! 89$+)’%.).
*

’!-!.’89$+)%>?<2!

-!.’60$+)%<,=2 &*##
其中

2.)-!0’!0) &*)#

! 组合共振稳态响应
对于稳态响应!振幅 .!&!&’! )#和新相角 2 均为常数’

令方程&*2#和&*’#中.! !./!得到
-!.)89$+’%<,=2!-!.)60$+’%>?<2!&.’60$’’%./ &;/#
-!.’89$+)%<,=2"-!.’60$+)%>?<2!&.)60$’)%./ &;!#

及令2!./!由方程&*)#得到0! ’+0! ).)’ 令方程&*"#两端乘 .)和

方程&*##两端乘 .’!之后并将两个导出的方程相加得到

.).’).!!
*

! 89$(’%.
;

’.)!!
*

! 89$+’)%.’.
;

)!-!.
*

) 89$+’%>?<2!

-!.
*

)60$+’%<,=2!!
*

! 89$()%.
;

).’!!
*

! 89$+)’%.).
;

’!

-!.
*

’ 89$+)%>?<2!-!.
*

’60$+)%<,=2 &;*#

将方程 &*;#代入 &;/#后 !消去方程 &;/#和 &;!#中的

89$!=%<,=2560$+)%>?<2 得到

.
*

’

.
*

)

.0 60$’)%
60$’’%

&;;#

将方程&2/#代入&4)#后!消去方程&4"#和&4)#中的 2!将
方程&2!#代入导出的方程!得到稳态响应的振幅方程*

1!2
!/

) +1*2
#

)+1;2
’

)./ ";4$

其中
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!
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*
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1;.
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&
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" 数值结果与结论
本文研究了非线性变速轴向运动梁稳态幅频响应+ 数值

结果如图 !’图 4 所示’ 图中显示* " 梁材料的黏弹性增大
时!零平衡位置的失稳区域会减小%# 当梁的轴向扰动速度
幅值增大时!零平衡位置的失稳区域随之增大%$ 稳定和非
稳定的两条非零解曲线的振幅都会因为非线性系数的增大

而减小!零解失稳范围则不会受非线性项的影响’
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图 4 稳态幅频响应
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图 = 稳态幅频响应黏弹性影响
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图 @ 稳态幅频响应扰动振幅影响
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图 C 稳态幅频响应非线性影响
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