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!!!基于投影方法的规划算法!!!CD,*). 子空间技术"研究了离散不适定正则化和 CD,*). 子空间广义极小残余算法:>?-@!:<==
的基本理论"特别是残余向量与 CD,*). 子空间的关系# 利用离散不适定正则化方法"将不适定问题转化为适定问题"利用广义极小残余
算法对此适定问题进行数值求解# 数值结果表明该算法是可靠和有效的#

>?-@!:<=算法$不适定$ED%)*F#$正则化
G5H84I E 8111J2I62:5112=89K116HK1L

!""#$%&’$() (* +,-./012 345(6$’71 8(6 9$:;6<’< =44>"(:<? @6(A4<1:

!"#$$% $& !"’()"(*+ ,’-.) /)’0(1*’23 $& 4("#)$%$53+ ,’-.) 67889:+ ;#’).

&’() *+*,- )./0(,) .’, 1/20+3,2.+4 .’,5-6 51 .’, 0()7-,., (448*5),0 -,9/4+-(:+.(52 +20 .’, 9,2,-+4(:,0 3(2(3+4 -,)(0/+4
+495-(.’3 ;<=>?@;3AB C+),0 52 D-645E )/C)*+7, 3,.’50) +20 )*,7(+446 .’, -,4+.(52)’(* C,.F,,2 -,)(0/+4 E,7.5- +20 D-645E
)/C)*+7,G &’, .,7’2(H/,) +-, C+),0 52 .’, *-5I,7.(52 *-57,))G J()7-,., (448*5),0 -,9/4+-(:+.(52 3,.’50) 752E,-. (448*5),0 *-5C4,3)
(2.5 *5),0 *-5C4,3)K )5 .’, 9,2,-+4(:,0 3(2(3+4 -,)(0/+4 +495-(.’3 7+2 C, /),0 (2 .’() L(20 51 (44 8*5),0 *-5C4,3)G M/3,-(7+4
-,)/4.) )’5F .’, -,4(+C(4(.6 +20 ,11(7(,276 51 .’, +495-(.’3G

!<=>?@;3B +495-(.’3N (448*5),0N O-2540(N -,9/4+-(:+.(52
!PQ%"GR !O !"###8!R$!SQ##!B"T8##$%8#U

收稿日期" Q##!8#$8"T
基金项目" 国家自然科学基金项目#$#$!V#U"$!教育部博士基金项目%"#U8QQ#$%U&
作者简介" 张海燕!陕西省西安市雁翔路 $R 号西安理工大学理学院!研究方向为科学工程计算与计算机模拟’

?83+(4W :’+29’+(6+2#$TUX"QUG753
闵 涛%通讯作者&!陕西省西安市雁翔路 $R 号西安理工大学应用数学系!教授!研究方向为数理方程反问题’
?83+(4W 3(2.+5XY+/.G,0/G72

1 引言
随着科学和工程计算技术的发展! 越来越多的问

题需要求解大规模离散不适定的线性方程组! 如数理
方程反问题"有限差分及有限元数值求解!对这几类方
程的快速有效求解成为数值代数研究的热点之一 #
"VRU年!由 @++0Z"8Q[和 @7’4.:提出了基于 <+4,-L(2原理的
<=>?@;3B算法!此算法是一种求解非对称线性适定方
程组的 D-645E 子空间投影法ZT[!该算法采用正交投影或
斜投影在子空间产生迭代向量进行计算$ 该方法基于
D-645E 向量的完全正交化! 因而在 D-645E 子空间只求

出一个近似解$ 由于所需计算量和内存量较少等方面
的优势!目前广泛应用于各种工程应用领域$
本文在深入研究离散不适定问题基本理论% 正则

化方法及其 <=>?@;3B算法的基础上!提出了求解离散
不适定问题的 <=>?@;3B算法!并编写程序!进行了大
量的数值试验$

8 离散不适定问题和正则化方法
848 离散不适定问题
对于线性方程组
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!"!#
的求解问题或最小二乘问题 "#$!$%%"!&! 若下面两
个条件之一成立就称问题为离散不适定问题"

’# 矩阵 ! 的条件数非常大!或者说矩阵 ! 的最大
奇异值与最小奇异值之比非常大$

&# 矩阵 !的奇异值逐渐下降趋于零%
在求解上述离散不适定问题时! 为了克服选择法

和拟解法所受的局限!(#)*+$+, 于 ’-./ 年在其开创性
的工作中提出了求解此类不适定问题的正则化方法!
这一方法为处理不适定问题和反问题奠定了坚实和广

泛的理论基础%
%’! 正则化方法基本理论
正则化方法 012的基本思想"设法构造一个连续算子

&正则算子#去逼近不连续算子 !%3!将不适定的问题化
为一个近似的适定问题!从而得到原问题的近似解%
引进一个依赖于正则参数 ! 的从空间 & 到空间 ’

上的算子

(4’5 !6!&")
本文试图用 (7$"8 !6作为 "!的近似!即算子 (4(8 !6

为 !93的近似%为了克服逆算子 !93的缺陷&不连续性#!
这个算子 ( 4(8 !6 对每个 !": 都应当是连续的! 且当
!":时!这个算子应当收敛到 !93% 具体内容如下%
定义 %&正则算子# 如果算子 (4(8 !6满足"
3# 对每个 !":!及任意的 $#&!(4$8 !6关于 $ 连

续$
&# 对每个 "$*!有

;<"
!":

(4$8 !6="

则称 ( 4(8 !6 为方程 +"=$ 的正则算子!! 称为正则参
数%
定义 !&正则解# 设 #"4#"8 $!6%"!若存在这样的

正则参数 !&依赖于 #" 与 !#!使得;<"
"":

#$ 4"! 8 "! 6=:!其

中! "!=(4#"8 !6!则称 "!为正则解%
每一个满足定义 3 条件的正则算子 (4$8 !6!连同

决定正则参数 ! 的不同原则和方法! 都定义了构造原
问题的近似解的一个稳定算法% 于是!寻求原问题的稳
定近似解的过程可归结如下%

3# 构造正则算子 (4$8 !6% (<)*+$+,曾详细讨论过
基于变分原理的构造方法借助于积分变换将其在象空

间中实现的方法%
&# 选择适当的正则参数 !% 关于正则参数的选择!

通常有先验的和后验的两种策略% 不少先验的策略有
理论分析价值! 但在实际中常常难以验证其赖以施用
的条件$目前 !后验策略的研究颇为流行 !已发展了
>+?+@+, 偏差原理)广义偏差原理)A?BC$DE; 准则)广义
A?BC$DE; 准则)拟最优准则和广义交叉检验准则等*

于是!针对求解不适定问题!本文先构造出正则算
子!选择正则参数!然后利用 F>GHI7"J算法对此方程
进行数值求解*

! ()*+,-./算法
!’% ()*+,-.0算法理论
考虑方程

!"=$ &3#
式中!!$(%#% 为一非奇异矩阵!$$(% 为一给定的向

量* 记 ,&和 -&是 (%中两个 & 维子空间! 取 ,&=KLC$
M.: 8+.: 8+8 +&93.:N! -&=+,&!并称由 + 和 .:生成的空间
为 O?P;+, 子空间0Q2*利用 FC;E?)<$ 原理!取 /’$,&! /’选

取过程如下*
对于选定的初值 ":$(%!第 & 步是求剩余范数

$R(6=&$9+"&& &&#
在 & 维超平面

":S,7+8 .:8 &6 &/#
上的极小点 "&!其中 .:=$9+":!即

"&=":S/& &1#
/&是最小二乘问题

"#$
/$,M+8 .: 8 &N

&$9+7": S(6&& = "#$
/$,M+8 .: 8 &N

&.: 9+/&& &Q#

的解*
记 %=&.:&!假定从 03=.:T% 出发!利用 A?$+;U# 过

程求出正交向量组 038 0&8 +8 0&S3和 )*+!则有
+1&=1&S32& &.#

其中!1&=0038 0&8 + 8 0&2是利用 A?$+;U# 过程 0.2构造的子

空间 3&的正交基矩阵!4&$(7&S36#&是一个 VEKKE$WE?D矩
阵!即

4&=

)33 )3& + )38&93 )38&
)&3 )&& + )&8&93 )&8&
: )/& + )/8&93 )/8&

: : + )&,38 & )&8 &
: : + : )&S38 &
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利用式&.#可得

"<$
/$,M+-.: 8&N

&.: 9+(&& ="<$ &.: 9+1& 5&& 8 5$(
&- .

="<$ &.: 91&.3//& 5&& 8 5$(
&- .

="<$ &&.:&& 03 9//& 5&&! 5$(
&- . &Y#

其中!在等式推导过程中用到了 .: =%03和 1&S3

(
1&S3=6&S3*

由于 4&的特殊形式!式&X#是容易求解的*
!’! 求解不适定问题的 ()*+,-.0算法
考虑方程

%"=$ &-#
当矩阵 % 的条件数很大时!该方程是不适定的!选取合

+ ++ +
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! 迭代次数 ! 正则化参数 " 最大误差 相对误差

!"#$

!"#%

!"#&

!"#’

’"
("
)"
*"

$+$"( %!% &"! "*$ ")"!!"#&

(+!"* %"% &"! "*$ "$)!!"#&

!+$"( %"% &"" "*$ ","!!"#(

!+$!’ %!% &!! "() ")"!!"#)

"+"’* ’$% *$! ’,, (,
"+"&% $*! !"! &(( %&
"+"$) "!" &,’ %%% *%
"+"!* !*) ""$ %!% !!

"+"() !!! (%" !!’ "&
"+"(" $&% %*% %(" &!
"+"%% !!! ’*’ !)) &(
"+"$$ (%! ’"& ’(, ((

表 8 在右端项扰动 ! 的情况下最大误差和相对误差的计算结果
’>?*$ 8 @>*";*>A#)% B$C;*AC )D A($ <>E#<;< $BB)B >%F A($ B$*>A#.$ $BB)B /#A( A($ B#+(A G$BA;B? !

适的正则参数!利用正则化方法将式",#转化为式"!"$
%!-!.""$#/!-$ "!"$

并记 !!/!-!.""!$!/!-$0其中!!- 是 ! 的转置!则上述
方程变为

!!#/$! "!!$
下面利用 12345678算法求解不适定问题式"!!$!

具体算法如下&
!$ 初始化
输入 !!! %!! 初始向量 &"! 最大迭代次数 ! 及精

度要求 #!于是迭代的初始值为
’"/$!#!!#" $/!’"!(!/’" 9$ )!/:(!;

$$ <=>?@AB过程C)#*D

! 正交化

"#$/(#
-
!!($ #/!E$E’E $

(! $.! /!!($#
$

#/ !
"%&$ (& $/!E $E (E !

%$’!E $/!(! $.!!$

" 标准化

如果 "$’!E $"#! 则转到步骤 ’8) 否则! ($’!/(! $.! 9"$’!E $!

$/$.!!转到步骤 $#中的正交化&
# 求解新的 )$’!与 *$

)$’!/6)$E ($’!8 *$/ *#$#! +$$
" "$.!E $

% &
6$.!8!$

+$$/6"!$E "$ $E (E "$$8-

%# 解最小二乘问题C,D

!’!!/7B>
,’-

!
!$.! #/#! ,!! %!$#

得 ,! !&!/&"./! ,! &
&# 如果!’!!/!$!#!!#!!"#!则输出 &! &

’# #"/#!!’" /’! !(!/’! 9!’!!!转向步骤 $#&

9 数值试验
948 数值模拟 8
以 FB@GH=I矩阵为系数矩阵的病态线性方程组为例

进行数值试验!考虑下述方程组

!(&/% !(/6)&$8(!( &E $/!E $E (E (

选取 *+6,8/,H#,!"(,(!!其离散形式是 *+6,&8/,&H
#,&
!其中

,&/&%E %/ !
(
!于是真实的右端项 %+可由 !(!(&+得到!对右

端项加随机扰动后为 %+J!=K>A6%+8!其中!=K>A 为随机函
数& 试验中!取初始向量 &"/C"E "E (E "D-’-(!收敛判断
参数 #/!"#,&
当 (/$ """ 时!! 分别取 !"#$!!"#%!!"#&!!"#’!自变量

所在区间C"E $D等间距地取 $’ 个结点!数值解也是相应
地取 $’ 个结点!利用求解不适定问题的 12345678算
法进行编程实现并进行试验结果分析!其结果由表 !和

图 !给出& 假设该方程组的数值解为 &&! 真解为&)& ! 均

为 (!! 维向量!则相对误差 -/!&)&#&&!$ !&)&!$!绝对

误差为 &)&#&&
的最大值&

为了进一步探讨求解不适定问题 12345678的有
效性!下面列出了当 !.!"#&!迭代次数 !/("!( 分为
! """!$ """!% """!& """的计算结果!如表 $所示&
可以看出! 即使对于严重的病态 FB@GH=I 矩阵 %当

(/% """时! 其条件数为 &+*,, !&& (*, ’*! %%(!!"$!#!
通过求解离散不适定问题的 12345678算法在不同的
剖分数 ( 下求出正则化参数! 从而得到不适定线性方
程组的数值解!最大误差和相对误差不大!能够得到令
人满意的结果& 但是!对于重新开始迭代步长的选择也
是至关重要的!合适的 !能够加速 12345678算法的收
敛!!过小可能导致迭代的收敛失败! 过大则导致计算
量的成倍增加及收敛速度的减缓& 另外!迭代初始向量
的选择对于加快算法收敛也具有重要作用&
945 数值模拟 5
积分方程

!

"*/6,E +8 06+8A+/16,8 "(,(! %!%#

其中!它的核 /6,E +8/6,
$
.+

$
8
!
$ !16,8/ !

% !.,
$+ ,

%
$
#,

$+ ,& 对于
上述方程左端采用数值积分离散化!其积分算子离散为
(!( 矩阵 !用 ! 表示 !表 % 所示为 !/)"!( 分别为

表 8 在右端项扰动 ! 的情况下最大误差和相对误差的计算结果
’>?*$ 8 @>*";*>A#)% B$C;*AC )D A($ <>E#<;< $BB)B >%F A($ B$*>A#.$ $BB)B /#A( A($ B#+(A G$BA;B? !
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’() !*%"+! ,-. !!!"#$

图 % 真解,实线.与数值解,点线.的对比
/012 % 3456(70849 -:;<::9 :=(>; 84?@;049 ,84?0A ?09:. (9A

9@5:70>(? 84?@;049 ,A4;;:A ?09:.

,A. !*%"+$

! """!% """时!自变量所在区间&"’ !(等间距地取 %" 个
结点!数值解在&"’ !(相应地取 %"个结点!其数值模拟结
果的偏差原理" )*+,-.-/正则化方法和 01234567 $种
方法的最大误差比较!其图示结果由图 %和图 $给出#

由图 $8图 9 可以看出! 当 "为 ! """!% """ 时!偏
差原理")*+,-.-/ 正则化方法和 01234567 $ 种方法的
求解中!01234567算法在数值求解中效果最好!且最大
误差最小$

" 正则化参数 " 最大误差 相对误差

! """
% """
$ """
: """

!;!"< $"$ :"! "<% "="!!"#$

9;!"< $"$ :"! "<% "="!!"#:

!;!"< $"$ :"! "<% "="!!"#$

!;!"< $"$ :"! "<% "="!!"#>

";":9 >:< ==? <9? %=
";":$ %<! !"! :99 $:
";"$> %:" $?> ?9% =<
";"$" <%! $?% >>? 9%

";"=9 !$! <:! :<! :=
";"9" %:$ $<$ $9" :!
";">< ?<9 9!? :<! >:
";"$? $=" %<: =9: !$

表 ! 当 ! 在不同数值下最大误差和相对误差的计算结果
B(-?: ! 3(?>@?(;049 7:8@?;8 4C ;D: 5(=05@5 :7747 (9A ;D: 7:?(;0E: :7747 <0;D ;D: A0CC:7:9; !

" 正则化参数 " 偏差原理 )*+,-.-/ 01234567
! """
! >""
% """

!;"$: :$% =": 99! 9$!!!"#$

=;99! !=: $$? $$" ">%!!"#:

:;99! !<= >?9 :!% $$9!!"#:

";!$? ?>: ?$: <%= %9
";!$? %?$ $<$ "!$ >>
";!$9 ?9< "$: $<= 99

";%!: %?% >?> ?:: =<
";!?? !!: <:< :"9 9!
";!9$ $=% !<= $$: %:

";"<< !=% ?<9 ?9% =?
";"=? ?9" $<= =$: ?"
";"9? =!= !9> 9!= <>

表 & 偏差原理#B0FD494E 正则化方法 和 GHIJK,5) 算法计算结果
B(-?: & 3(?>@?(;049 7:8@?;8 4C A08>7:6(9>L 6709>06?:M B0FD494E 7:1@?(70N(;049 5:;D4A (9A GHIJK’5. (?1470;D5

’>. !*%"+O

表 ! 当 ! 在不同数值下最大误差和相对误差的计算结果
B(-?: ! 3(?>@?(;049 7:8@?;8 4C ;D: 5(=05@5 :7747 (9A ;D: 7:?(;0E: :7747 <0;D ;D: A0CC:7:9; !

表 & 偏差原理#B0FD494E 正则化方法 和 GHIJK’5. 算法计算结果
B(-?: & 3(?>@?(;049 7:8@?;8 4C A08>7:6(9>L 6709>06?:M B0FD494E 7:1@?(70N(;049 5:;D4A (9A GHIJK’5. (?1470;D5

研究论文!P7;0>?:8"

$#

C M Y K



!"#$%"$ & ’$"(%)*)+, -$.#$/ 0112 3)*4 56 7)4 89 :!;< 7)4 596=

图 5 >?= !@8 111 时真解>实线=与偏差原理数值解>点线=的对比
A#+4 5 >?= B)<C?D#E)% F$G/$$% $H?"G E)*;G#)% :E)*#I *#%$=

?%I I#E"D$C?%", CD#%"#C*$ %;<$D#"?*
E)*;G#)% :I)GG$I *#%$= /#G( !@8 111

图 5 :F= !@8 111 时真解:实线=与 ’#J()%). 正则化
方法数值解:点线=的对比

A#+4 5 :F= B)<C?D#E)% F$G/$$% $H?"G E)*;G#)%
:E)*#I *#%$= ?%I ’#J()%). D$+;*?D#K?G#)% <$G()I

E)*;G#)% :I)GG$I *#%$= /#G( !@8 111

图 5 :"= !@8 111 时真解:实线=与 LM-N!><=算法
数值解>点线=的对比

A#+4 5 >"= B)<C?D#E)% F$G/$$% $H?"G E)*;G#)%
>E)*#I *#%$= ?%I LM-N!><= ?*+)D#G(< %;<$D#"?*

E)*;G#)% >I)GG$I *#%$= /#G( !@8 111

图 5 >I= !@8 111 时 LM-N!><=数值解的误差
A#+4 5 >I= NDD)D )O LM-N!><= ?*+)D#G(< %;<$D#"?*

E)*;G#)% /#G( !@8 111

图 9 >?= !@5 111 时真解>实线=与偏差原理数值解>点线=的对比
A#+4 9 >?= B)<C?D#E)% F$G/$$% $H?"G E)*;G#)% >E)*#I *#%$= ?%I

I#E"D$C?%", CD#%"#C*$ %;<$D#"?* E)*;G#)%
>I)GG$I *#%$= /#G( !@5 111

图 9 >F= !@5 111 时真解>实线=与 ’#J()%). 正则化
方法数值解>点线=的对比

A#+4 9 >F= B)<C?D#E)% F$G/$$% $H?"G E)*;G#)%
>E)*#I *#%$= ?%I ’#J()%). D$+;*?D#K?G#)% <$G()I

E)*;G#)% >I)GG$I *#%$= /#G( !@5 111
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图 & ’() !*! """ 时真解+实线,与 -./01+2)
算法数值解+点线)的对比

3456 & ’(, 7829:;4<8= >?@A??= ?B:(@ <8CD@48= +<8C4E
C4=?, :=E -./01+2, :C58;4@F2 =D2?;4(:C <8CD@48=

+E8@@?E C4=?) A4@F !*! """

图 & +E) !*! """ 时 -./01+2)数值解的误差
3456 & +E) 0;;8; 8G -./01+2) :C58;4@F2 =D2?;4(:C

<8CD@48= A4@F !*! """

H 结论
本文基于 !"#$%&’( 原理提出了求解离散不适定问题

!)*+,-./算法!为计算不适定问题提供了一种新的求
解方法" 数值试验表明!该算法能很好地求解病态线性
方程和积分方程!特别是大型离散不适定方程!克服了
传统方法的不足!大大提高了计算精度"
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!""#年度中国科协精品科技期刊工程项目申报工作启动

^iig 年度中国科协精品科技期刊工
程项目申报工作日前已经启动! 中国科协
学会学术部负责对项目实施立项" 组织评
审#检查和追踪问效! 本年度申报的范围和
条件是$! ^iiS 年度未获得资助的期刊出
版单位%" ^iiS 年度资助的非延续项目的
期刊出版单位% # ^iiS 年度延续项目"具

备上一类别项目条件的" 可申报上一等级
项目%$ 申报 % 类和 _ 类的期刊须是中国
科协所属全国学会主办学术期刊" 申报 M
类项目的期刊须是中国科协主管或省科协

主管学术期刊! 科普类期刊和内部刊物不
在申报范围之列! ^iig 年"中国科协将资
助期刊 PPi 个" 包括 ^iiS 年延续项目 gZ

个"新申报项目 h^ 个&其中 % 类项目 P 个"
_ 类项目 Pi 个"M 类项目 ^P 个&含省级项
目 ^ 个’’! 申报材料报送时间$^iig 年 g
月 PSf^[ 日! 详细信息请浏览中国科协网
页&EDDNYssttt6I;AD6C:76I9’(学会与学术)
栏目!
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