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>/2A4*/"& ?"2 *.A ?/**/&B -/&A< ,&> *.A& 5A*5 *.A >/??A2A&*/,- 4.,&BA< ,*
-,5*< *.2"+B. -/8/*A> /*A2,*/"&< *.A />A,- ?/**/&B 5*2,/B.* -/&A 4,& @A
?"+&>: I.A 12"1"5A> 8A*."> ),& A??A)*/$A-E ,$"/> *.A >A?-A)*/"& "?
,>"1*/&B -A,5* 59+,2A 8A*."> "? 5*2,/B.* -/&A ?/**/&B< ,&> .,5 @AA&
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. 引言
一般情况下!设备的理论回转轴线并非实际的运动副轴

线!实际上!设备是围绕其平均"实际#回转轴线做一种近似圆
周摆动!如车削机床的主轴回转轴线$关节机器人的各运动
关节轴线% 在精度要求较低时!可直接采用理论回转轴线进
行计算% 随着社会需求的不断提高! 对加工设备的精度要求
也越来越高! 采用理论回转轴线作为设备的计算和应用依
据!已不能满足工业实际的要求% 因此!采用精度更高的平均
轴线成为提高设备运行精度的重要措施之一% 如机器人关节
参数精确测定!除采用一些多点测量法外!还需测量特定姿
态下各关节实际轴线的具体空间位置!这样才能得到精确的
关节参数%
然而!对于设备回转运动平均轴线的测量!目前的测量

手段只能得到一些离散的空间点集!不能直接得到一条理想
的直线% 空间直线拟合就是解决这一问题的重要方法 LM0NO!通
常采用最小二乘法% 但当空间点密集时!最小二乘法很难得
到正确的拟合直线% 针对这种情况!本文提出了一种基于产
生式的空间直线拟合方法!并给出了具体的 P($( 程序实现%

/ 最小二乘法空间直线拟合
如图 M所示!最小二乘法空间直线拟合就是求解一近似直

线!使得点集中的所有空间点到该直线距离的平方和最小%

求解设备转动副的高精度实际轴线是提高设备运行精度的重要措施之一!当空间测量点密集时!通常的最小二乘法很难得

到正确的拟合直线" 研究发现!最小二乘法易造成 0.!的偏转!即发生偏转后!直线位于理想直线的垂直面内#造成这种偏转的原因
是最小二乘法距离函数不是一个单极值函数!发生偏转的直线实际上是取得了其中一个最小值!而非全局的极小值" 为防止偏转!

提出了一种基于产生式系统的空间直线拟合方法!该方法首先为拟合直线指定一个基本方向!然后通过微分变化!经有限次迭代便

可求得理想的拟合直线" 该方法能有效避免在使用最小二乘法求取拟合直线时产生的偏转问题!通过在机器人关节轴线测量中的

应用证明!该方法在工程实际中有较高的应用价值"

空间直线拟合#产生式系统#最小二乘法
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设所求空间直线的参数方程为 !"#

!"#$%!$
&’($%&$
)*+$,)$

!
#
##
"
#
##
$

!%"

其中##- (- +为直线的方向余弦# !$& &$& )$为直线上一点$
设点集为’+.(#则点 +.到该直线的距离为

/)
.* +!.!!$,-0 0+!$!!.,-(+&$!&.,-++)$!).,

0)-()-+)% &) -
+&.!&$,-( 0+!$!!.,-(+&$!&.,-++)$!).,

0)-()-+)% &) -
+).!)$,-+ 0+!$!!.,-(+&$!&.,-++)$!).,

0)-()-+)% &) !)"

则点到直线的距离平方和为

1*
2

.*$
’/)

. !."

根据最小二乘法原理#有

!1
!0 * !1

!( * !1
!+ * !1

!!$
* !1
!&$

* !1
!)$

*$ !/"

其中#

!1
!0 *30)-40,5*$

!6
!( *7()-8(%9*$

!6
!+ *:+)-;+%<*$

!6
!!$

*=!$->*$

!6
!&$

*?&$-@*$

!6
!)$

*A)$-6*$

其中#3- B- %- 6 由 0- (- +- !$& &$& )$ 和点集’+.(确定#由于算
式复杂#从略$
联立上述 0 个偏导方程就可以解出空间拟合直线的 0

个参数#于是就求出了空间直线$ 此方法是求解空间点直线
拟合的最一般的方法#但此方法存在一个缺陷#就是当点集
中的点彼此之间距离较近时容易产生直线方向的偏转#一般

与所求理想直线的夹角为 1$"#如图 ) 所示#虚线为最小二乘
法所求出的拟合直线#而实线为所求理想直线$

! 基于产生式的直线拟合算法
为了解决最小二乘法容易产生拟合直线偏转的问题#本

文提出了一种采用产生式理论 !023#进行空间直线拟合的方法#
该方法既能达到二乘法的拟合效果又能弥补二乘法的不足$
因本文主要从工程应用的角度进行算法开发#所以纯数学上
的论证从略$

%" 算法原理$ 通过对偏转现象的分析得知#这种偏转一
般为 1$"的偏转# 即发生偏转后的直线位于理想直线的垂直
面内#与理想直线相交或者不相交$ 同时#通过对最小二乘法
公式的研究发现#距离函数不是一个单极值函数#存在一个
或两个以上最小值$ 发生偏转的直线实际上是取得了其中的
一个最小值#而非全局的极小值$ 为防止偏转#给拟合算法指
定一个基本的直线方向是可行的&最简单的一种做法$ 通常
工程领域中测量点偏离回转轴线的误差应当远小于在轴线

方向上测量点之间的距离$ 因此#拟合直线的初始方向可选
择为点集中距离最大两点所确定的方向# 起始点可任选其
一$ 为防止拟合直线方向突变#对初始拟合直线方向和起始
点进行微分变化# 即对 0# (# +# !$# &$# )$进行微小调节#使
得点集中所有点到该直线的距离之和最小#再通过多次迭代
便可求得精度较高的拟合直线$ 实际上#该产生式方法是最
小二乘法的一种变形$

)" 算法实现$ 该算法的求解目标是求得一条空间直线#
使得点集内所有点到该直线距离的平方和最小$ 易知产生式
方法的数据库为所有空间直线的集合#算法的判定方式是判
断两次迭代之间距离平方和的差别大小$ 类似爬山法求极
值#该算法的控制策略为不可撤回式$算法涉及 0个参数!0#
(#+#!$#&$#)$"的计算#限于篇幅#对于产生式的规则仅以 0 求
解为例介绍如下$

%" 45 0 增大后距离平方和减小#0减小后距离平方和增
大#6789 0相应增大$

)" 45 0 增大后距离平方和增大#0减小后距离平方和减
小#6789 0相应减小$

." 45 0 增大后和减小后距离平方和都减小#6789 0 变

图 " 空间直线拟合
#$%& " ’()*$)+ ,*-)$%.* +$/0 1$**$/% 图 ! 错误的拟合直线

#$%& ! #)$+2-0 1$**$/% ,*-)$%.* +$/0
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表 ! 一般直线拟合的两种方法比较
"#$%& ! ’()*#+,-(. $&/0&&. /0( )&/1(2- 3(+ 4&.&+#% -/+#,41/ %,.& 3,//,.4

点 ! " #
!
"
#
$
%
&
’
(
)
!*
!!
!"
!#
!$
!%
!&
!’
!(
!)
"*
"!
""
"#

*+**$ **$ ’’! %&! ($*
*+*!" *!$ #!$ &(% %!)
*+*"* *"# (%’ (*) !)(
*+*"( *## $** )#" (’’
*+*#& *$" )$$ *%& %%’
*+*$$ *%" $(’ !(* "#&
*+*%" *&" *#* #*# )!%
*+*&* *’! %’# $"’ %)$
*+*&( *(! !!& %%! "’$
*+*’& *)* &%) &’$ )%#
*+*($ !** "*" ’)( &#"
*+*)" !*) ’$% )"" #!!
*+!** !!) "() *$% ))!
*+!*( !"( (#" !&) &’*
*+!!& !#( #’% ")# #$)
*+!"$ !$’ )!( $!’ *"(
*+!#" !%’ $&! %$* ’*’
*+!$* !&’ **$ &&$ #(’
*+!$( !’& %$’ ’(( *&&
*+!%& !(& *)* )!! ’$%
*+!&$ !)% &#$ *#% $"$
*+!’" "*% !’’ !%) !*$
*+!(* "!$ ’"* "(" ’(#

*+**’ $"! !"" &%* )"’
*+*"" "&# #&’ )%" ’("
*+*#’ !*% &!# "%$ &#&
*+*%! )$’ (%( %%& $)*
*+*&& ’)* !*# (%( #$$
*+*(! &#" #$) !&* !))
*+*)& $’$ %)$ $&" *%#
*+!!! #!& (#) ’&# )*’
*+!"& !%) *(% *&% ’&"
*+!$! **! ##* #&’ &!&
*+!%% ($# %’% &&) $’*
*+!’* &(% ("* )’! #"$
*+!(% %"( *&& "’# !’)
*+"** #’* #!! %’% *##
*+"!% "!" %%& (’& ((’
*+"#* *%$ (*" !’( ’$"
*+"$$ ()’ *$’ $(* %)&
*+"%) ’#) ")" ’(" $%*
*+"’$ %(! %#( *($ #*%
*+"() $"# ’(# #(& !%)
*+#*$ "&& *"( &(( *!#
*+#!) !*( "’# )() (&’
*+### )%* %!) ")! ’""

*+**% #’$ ("$ )%( ’&&
*+*!& !"$ $’$ (’& "))
*+*"& (’$ !"$ ’)# (#!
*+*#’ &"# ’’$ ’!! #&$
*+*$( #’# $"$ &"( ()&
*+*%) !"# *’$ %$& $")
*+*&) (’" ’"$ $&# )&!
*+*(* &"" #’$ #(! $)$
*+*)! #’" *"$ ")) *"&
*+!*" !"! &’$ "!& %%)
*+!!" (’! #"$ !#$ *)!
*+!"# &"* )’$ *%! &"$
*+!#$ #’* &"# )&) !%&
*+!$% !"* "’# ((& &()
*+!%% (&) )"# (*$ ""!
*+!&& &!) %’# ’"! ’%$
*+!’’ #&) ""# &#) "(&
*+!(( !!( (’# %%& (!)
*+!)( (&( %"# $’$ #%!
*+"*) &!( !’# #)! (($
*+""* #&’ ("# #*) $!&
*+"#! !!’ $’# ""& )$)
*+"$! (&’ !"# !$$ $(!

最小二乘法
基于产生式法

$
$

*+$** $’’ !%& !(# )
*+$** $’’ !&* %"* %

%
%

*+’$" !!" "&% *)" ’
*+’$" !!" "&" "$% !

&
&

*+%#’ $(" $)% (’& &
*+%#’ $(" $)& %’’ *

化去减小大的一方!

$" ,- $增大和减小后距离的平和都增大#./01 $ 保持
不变!
算法伪代码描述如下!

,123. 24567 897 :&;< =9>7? ’()*+< @A84>B79 C9D5?7546 ’
E3.23. F569 G?H?I979H8 $, %, &, !*J "*J #*
K@L,@MF0 -.$, *$&/0#*$&10*#*$&10!
N79G ! N97 $2O&P3Q+!!&P2Q+!< %2O&P3Q+"!&P2Q+"< &2O&P3Q+#!

&P2Q+#+ $, %, &取 I?R:$"
2S%"

2S&"
2;

N97 !*O&P2Q+!< "*O&P2Q+"< #*O&P2Q+#
N97 *$&10O*< -.$O*

N79G " N97 *$&10O
4

2
!0"

2 T0"
2由式$""确定T

N79G # =4 N79G $U"! VW5>9 567X-.$!*$&10YZ0

N79G $ N97 $8$90()*+: *$&10*O
4

2
!0"

2

T0"
2由式$""确定T

N79G % N97 $8$!"0()*+: *$&10!O
4

2
!0"

2

N79G & ,[ *$&10*Z*$&10 @6C *$&10!Z*$&10
$8$90()*+

0>89 5[ *$&10*\*$&10 @6C *$&10!\*$&10
,[ *$&10*\*$&10!

$8$S"0()*+

*$&108*$&10*
0>89

*$&108*$&10!
06C 5[

0>89 5[ *$&10*\*$&10
$8$9"0()*+
*$&108*$&10*

0>89
*$&108*$&10!

06C 5[
06C 5[

06C 5[
N79G ’ %
N79G ( &

& & &

N79G "! &
N79G "" E3.23.X$: %: &: !*J "*J #*Y

N.E2

5 与最小二乘法比较
根据以上提出的基于产生式空间直线拟合算法 #在

V56C4]8 ^2 系统上采用 _?D? 语言编写了具体的计算程序#
得到两组计算数据# 并对该方法和最小二乘法进行了比较#
如表 !和表 "所示’
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图 ! 机械臂及测量
"#$% ! &’(’) *+, *-. ,/*01+/

对表 ! 中的计算数据进行对比可以看出!基于产生式的
空间直线拟合方法的计算精度已经达到 !"#$! 因此在工程实
践中完全可以替代最小二乘法" 从表 % 可以看出!在空间点
密集时产生式方法不产生直线偏转!比最小二乘法更可靠"

! 应用实例
采用机器人某一位姿的各关节轴线反解机器人运动学

参数是一种直接有效的参数识别方式" 然而各关节轴线不能
直接得到!必须通过一定的测量和计算才能获得" 关节轴线
测量原理如图 & 所示"

图 ’给出了测量方法和工具" 在机械本体上粘结一些测
量用的钢球!测量工具为 ()*(+,- 的一种关节臂测量仪"通过
测量可得到机械臂各关节轴线上的离散点集" 采用上述产生
式直线拟合算法可得到如表 & 所示轴线参数"
得到这些轴线参数后! 根据识别公式计算出机器人的

./参数如表 ’所示"

点 ! " #

!
%
&
’
0
1
2
3
$
!"
!!
!%
!&
!’
!0
!1
!2
!3
!$

"4""" """ 2$%
"5""" """ 1!1
"5""" """ ’’"
"5""" """ %1’
"5""" """ "33

#"5""" """ "33
#"5""" """ %1’
#"5""" """ ’’"
#"5""" """ 1!1
#"5""" """ 2$%
#"5""" """ $13
#"5""" ""! !’’
#"5""" ""! &%"
#"5""" ""! ’$1
#"5""" ""! 12%
#"5""" ""! 3’3
#"5""" ""% "%’
#"5""" ""% %""
#"5""" ""% &21

"5""" """ 021
"5""" """ ’’3
"5""" """ &%"
"5""" """ !$%
"5""" """ "1’

#"5""" """ "1’
#"5""" """ !$%
#"5""" """ &%"
#"5""" """ ’’3
#"5""" """ 021
#"5""" """ 2"’
#"5""" """ 3&%
#"5""" """ $1"
#"5""" ""! "33
#"5""" ""! %!1
#"5""" ""! &’’
#"5""" ""! ’2%
#"5""" ""! 1""
#"5""" ""! 2%3

"510" """ 3’1
"510" """ 103
"510" """ ’2"
"510" """ %3%
"510" """ "$’
"51’$ $$$ $"1
"51’$ $$$ 2!3
"51’$ $$$ 0&"
"51’$ $$$ &’%
"51’$ $$$ !0’
"51’$ $$3 $11
"51’$ $$3 223
"51’$ $$3 0$"
"51’$ $$3 ’"%
"51’$ $$3 %!’
"51’$ $$3 "%1
"51’$ $$2 3&3
"51’$ $$2 10"
"51’$ $$2 ’1%

最小二乘法

基于产生式法

$
$

#"5’’1 1$" ’$2 0&’ 0
#"51!! ’0! 33’ ’$1 $

%
%

"51!! ’0! 33’ &%! 1
#"5’’1 1$" ’$2 11& !

&
&

#"510& !’! 230 $1& 2
#"510& !’! 230 2!! 1

表 2 密集点直线拟合的两种方法比较
3*(4/ 5 6’,7*+#0’- (/)8//- )8’ ,/)9’.0 :’+ 0)+*#$9) 4#-/ :#))#-$ ’- 07*)#*4 #-)/-0#;/ 7’#-)0

图 < 关节轴线测量原理图
"#$= < >/*01+/ 7+#-?#74/ ’: @’#-) *A#0
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图 ! 机械人在写字
"#$% ! &’( )*+*, #- .)#,#/$

根据计算出的 !"参数! 即可建立运动学模型用于运动
控制"图 #为采用上述 !"参数控制机器人写汉字"从所写字
的工整程度上!足以看出这组物理参数精度!也反映了产生
式直线拟合算法的计算精度"

! 结论
在分析最小二乘法空间点集直线拟合原理的基础上提

出了一种基于产生式的空间直线拟合方法! 给出了部分算
法!同时与最小二乘法进行了比较!最后通过在机器人参数

测量进行了实际验证" 通过验证证明!该空间直线拟合方法
改善了最小二乘法的缺陷!其计算精度可以达到工程实际应
用水平!可以在工程中推广应用"
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A5 A5;B<67’ 7"8*$% 7*&/#$*6*%0 &%8 9*/0) %***) 0,-./ -+1-*’

$2& 雷贤卿) 周彦伟) 李言) 等’ 机床导轨对主轴回转轴线平行度的精密测
量$(&’ 制造技术与机床) -CC+,#./ +D10%’
A<5 E596F567) GB@3 H96><5) A5 H96) *0 &’: 7&%#(&40#$+%- 9*43%"’"-; <
7&43+%* 9""’) -CC+,#./ +D10%’

$I& 李增兵) 张晓帆) 李瑞华) 等’ 直线拟合快速实现的一种新算法 $(&’ 计
算机测量与控制) -CC+) %I,%%./ %#-I1%#-#) %#-D’
A5 G<67J567) GB967 E59@896) A5 K35B39) *0 &’: ="62#0*$ 7*&/#$*6*%0 <
="%0$"’) -CC+) %I,%%./ %#-I1%#-#) %#-D’

$#& 孙家广) 陈玉健) 辜凯宁’ 计算机辅助几何造型技术$4&’ 北京/ 清华大
学出版社) %**C’
L36 (5973967) MB<6 H3N596) :3 O956567’ M@PQ3?<R 95S<S 7<@P<?R5T9U
P@S<U567 ?<TB6@U@7V$4&’ W<5N567/ X;567B39 Y65Z<R;5?V [R<;;) %**C’

$+& 朱珊娜) 李书琴’ 面向对象技术在产生式系统设计中的应用 $(&’ 西北
农林科技大学学报/ 自然科学版) -CC+) 2I,D./ %+%1%+I’
GB3 LB9669) A5 LB3F56’ !"#$%&’ "( >"$03?*/0 @ < A B%+C*$/+0;/ >&0#$&’
D4+*%4* E8+0+"%) -CC+) 2I,D./ %+%1%+I’

$0& 林尧瑞) 马少平’ 人工智能导论$4&’ 北京/ 清华大学出版社) -CCC’
A56 H9@R35) 49 LB9@Q567’ \6?R@S3T?5@6 ?@ 9R?585T59U 56?<UU57<6T< $4&’
W<5N567/ X;567B39 Y65Z<R;5?V [R<;;) -CCC’

表 3 机械人 45 参数
&6+7( 3 45 86)69(,()- *1 ,’( )*+*, 6)9

表 : 轴线参数
&6+7( ; <6)69(,()- *1 6=#-

方向余弦

F ; F ; G
% 轴
- 轴
2 轴
I 轴
# 轴
+ 轴

%’-2% 0++ +-2
1C’CC2 I#D *I+
%’+I0 *-I 0-2
%’--* #2+ %22

1C’CC2 0II *DD
%’0I0 D** I%I

C’*** *D- 0-+
C’CC0 0D# -20
C’D%% -+# D**
%’C%C %C% +-I

1C’C*% +2* #I*
C’DC0 0## D#*

1C’#I# 000 -C0
1C’+*+ C%+ ++#
C’+C- +#2 #22

1C’++* C+C I#-
1C’+2# C-C +IC
C’+%% D2D +-I

1C’+CD 2++ 0-I
1C’C0% CI2 +22
C’+C- I#- 20%

1C’#2I C2D -#*
1C’ID0 I-I #2C
C’+%C 0%2 +#I

1C’#0+ -C* 2%%
1C’0%I #C- 2ID
C’#-2 2%+ -%2

1C’#%+ D0+ I2+
1C’#** 2CI +*2
C’#C- +0# %0#

起始点

G
C’**# 0*2 ID0
C’%C- 022 *C#
%’*-2 -2C 000
%’CCI +I* *#+
C’CC2 %-D C%C
%’*-2 0CD D*-

!]#!$ "]#!$ &]PP 8]PP
X%
X-
X2
XI
X#
X+

%2*’#C0 0%C #-C #2*
1*C’-D# +#C 2DC 2I2

C’I#- #*I %#% ##0
1%’%-* 0-+ 0+2 *D%

1D+’0%C D%+ +-I *#%
%0D’+2# #*% *D* I2*

1*%’IDI C#* #-0 0%%
1C’-%% ICI -## *%C
1*C’C+- -ID 022 D%I
D+’-20 -#* I-D DI-
*C’C%% 0+0 2*+ +-%
D*’D2D C%- -## %%+

-C%’2+0 +%* %#2 -*I
% %%-’#++ D2- II# %-*
-+C’22- *%D +++ -I2

C’0I% +C# -%* %C#
I’DD+ *-* *%0 *-%
C’--+ 02# +*C -I%

12D*’-*D 0#I *++ +-#
1I+’I+0 0CC CD- D00
1%’ID0 -++ #** I20

% 2-#’-IC C0# %CD -+*
1-’0ID -+I I2I D##
2%2’22* I-D %0% *00
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