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. 引言
在构造具有周期性边界条件的 M 次样条函数或用差分

法求解具有周期性边界条件的微分方程问题时"利用高精度
的对称紧致差分格式对微分方程进行离散 NBOHP"经常会遇到如
下的循环三对角线性方程组#
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对循环三对角方程组求解方法的研究一直是人们关注

的问题 NMOJP& 针对周期性三对角方程组的求解"已有许多非常
好的串行算法"算术运算量可以减小到 *RBC"SNMOJP&但对于大型
循环三对角方程组"由于内存容量的限制"方程组阶数 ")BIG

’ !

给出了求解循环三对角线性方程组的一种并行算法"在系数矩阵满足对角占优的条件下!利用该方法能够快速#稳定地求解

循环三对角线性方程组!在单个进程上的计算量仅为 !/01"2!与传统算法求解循环三对角线性方程组的计算量相同" 而且!本算法
可以方便地实施分布式并行计算!各进程仅需向主进程传递 3 个实数!而主进程向各子进程传递 4 个实数!通讯量较小" 数值实验
结果表明$对于大规模的循环三对角线性方程组!利用 05 个进程计算的并行效率均在 .617 以上"求解三对角线性方程组的传统追
赶法实则是本文算法的一种特例!因此!该算法也可用于求解三对角线性方程组"

追赶法%循环三对角方程组%并行计算
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时!在 ! "#内存配置的微机上算法就无法实现" 这就必须考
虑进行分布式并行计算!一方面可以减少单个进程上的内存
使用量!另一方面还可以有效地节约计算时间"
较为常用的并行求解循环三对角方程算法是将 !"看作

参数!将式#!$分解成两个三对角方程组 !用追赶法分别求
解!最后再巧妙地将两个三对角方程组的解进行线性组合得
到循环三对角方程组的解 $%&’(%
本文将给出一种求解循环三对角方程组的并行算法!该

算法的算术运算量也是 #)!’"*!但不需要将循环三对角方程
组分成两个三对角方程组!而是直接对循环三对角线性方程
组进行求解!并且该算法实现并行极为容易"

! 算法设计与分析
本文的目的是给出求解循环三对角方程的并行算法" 为

了分析算法的加速比和并行效率问题!首先给出单个进程上
的串行算法"

!"! 串行算法设计分析
周期性三对角线性方程组&!$用矩阵表示为

$"!!!"+"#+%,!"!,-$ &.$
其中!!,’!"是 &"上第 , 个和第 " 个单位列向量!$-)’,/ ’./ (/
’"01! #-)!,/ !./ (/ !"01!
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令 &-%!,$!’-%!,!,!(-%!,!"!并记 *,-)"!,!*.-+,!"!有
#-&!*,’!*.( &2$

取式&2$的第 , 行和最后 , 行!整理得
,
)"

+,,( )*,+-,*.-.,

,"*,+
,
+,

+-"( **.-."

+
-
-
-
-
,
-
-
-
-
.

&3$

解出 *,!*.并代入式&2$!即可得到方程组的解%
至此!得到下面的求解循环三对角线性方程组的串行算

法%
算法 ! 求解循环三对角线性方程组的追赶法%
第 , 步)分解三对角矩阵 %%

/,4(,/ 0,4),5/,

67 14./ 2/ (/ "!,
/14(1!+101!,

014)15/1

896 67
/"-("!+"*0"!,

第 . 步)求解 %&-$%
2,-’,5/,

67 1-./ 2/ (/ "
21-:’1!+121!,05/1

896 67
."-2"

67 1-"!,/ "!./ (/ ,
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896 67
第 2步)求解 %’-!,%

2,-,5/,

67 1-./ 2/ (/ "
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,"-2"
67 1-"!,/ "!./ (/ ,
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第 3步)求解 %(-!"%
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67 1-"!,/ "!./ (/ ,
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896 67
第 ;步)计算 *,!*.%

*,4 .,)-"+,5+,0!."-,

),,+,5)"0)-"+,5+,0!,"-,

*.4 ."),,+,5)"0!.,,"

),,+,5)"0)-"+,5+,0!,"-,
第 % 步)计算原问题的解%

67 14,/ ./ (/ "
!14.1!*,,1!*.-1

896 67
从以上计算过程中可以看出! 该算法的算术运算量中!

乘除法 3),,"0!加减法 3)%"0!总算术计算量为 3),’"0%与串行
算法 $3(相比!没有增加计算的复杂性!而且容易实现分布式并
行计算%

!"# 并行算法设计与分析
假定处理机台数为 4!且 "546!方程组&,$写成如下形式

进行分块)
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式中!对 7-,/ ./ (/ 4!有
*7-+)7!,06+,!,!16 )7-)76!6!1,
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!!!""!#$ "!%$ !$ "!#&’!("(!!)&#*)$ "(!!%&#*%$ !$ "!#&’

其中"") 和 "# 分别为 $# 的第 ) 个和最后 ) 个单位列向量 #
设 %(!!)&#*)!+" &!#!+$!!)$ %$ !$ ’%#
用 ,-./(#!)

) 0 #!)
% 0 !0 #!)

’ & 左乘式$1%两边"整理得
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注意到
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显然" 只要求解出 *#0 *%0 ! 0 *%’" 便可解得 $#0 $%0 ! 0
$’.$## 为此"依次取出式$5%中各进程的首末两个方程"即
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注意到 *!$!!#0 %0 ! 0 %’%的定义 "(!!()!#0 )!%0 ! 0 )!#&’"
)!!(+!#0 +!%0 !0 +!#&’" ’!!(,!#0 ,!%0 !0 ,!#&’"则上式可表示为矩阵形
式
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$7%
求解式$7%"然后代入式$5%再求得原问题的解向量#
综观上述分析"式$7%给出的循环三对角线性方程组实

际上是从式$5%的线性方程组中抽取出来的 %’ 个方程# 因
此"式$7%的解存在且唯一"当且仅当原方程组$#%的解存在且
唯一#
算法 ! 并行求解循环三对角线性方程组#
第 # 步&在第 !$!!#0 %0 ! 0 ’%个进程上"初始化 # 维向

量&*!(%!0#0 %!0%0 ! 0 %!0#&!(% (!!#&#*#0 % (!!#&#*#0 ! 0 %!0#&"+!(.!0#0 .!0%0 ! 0
.!-#&!(. (!!#&#*#0 . (!!#&#*%0 ! 0 .!0#&" ,!(&!0#0 &!0%0 ! 0 &!0#&!(& (!!#&#*#0 & (!!#&#*%0
!0 &!#&和 !!("!0#0 "!0%0 !0 "!0#&!("(!!#&#*#0 "(!!#&#*%0 !0 "!#&#
第 %步& 用追赶法计算&’!!#!#

! !!"(!!#!#
! "#")!!#!#

! "# $!!#0 %0
!0 ’%#
第 2 步&把第 !$!!%0 20 !0 ’%进程上的 %#0 &#- )#0 )#0 +#0 +#0

,#0 ,#发送到主进程#
第 4 步&在主进程上"待接收到其余各进程发来的数据

后"再计算式$7%的解 *#0 *%0 !0 *%(’并依次将 *%!!#"*%!发送到

第 !$!!%0 20 !0 ’%进程#
第 1 步&各进程按式$5%计算式$1%的解 $#0 $%0 ! 0 $’.

$##
综合以上 1 步中的计算量"该并行算法的算术运算量如

表 # 所示#

! 数值实验
用本文算法求解周期性三对角线性方程组 879

1 2 #
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取方程组的阶数 0!1"#:7" 对不同的进程个数 ’ 进行了
实验# 数值实验的平台是曙光 ’;4:::< 并行集群系统"其并

表 " 并行算法算术运算量
#$%&’ " ()*+,-$-.)/$& 0)1- )2 -3’ +$4$&&’& $&5)4.-3*

进程分布 算术运算量 算术运算说明

!!#$主进程% 1(#7#&*2(24’&
计算&’#!#!#

# !#"(#!#!#
# "#")#!#!#

# "#
计算&*!$!!#0 %0 !0 %’%

!!%0 20 !0 ’ 2(#7#& 计算&’!!#!#
! !!"(!!#!#

! "#")!!#!#
! "#
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行计算时间 !!加速比 " 以及并行效率 # 如表 ! 所示" 其中#
加速比 ""$#$$%#$#表示串行计算所用的时间#$%表示用 % 个
进程进行并行计算所用的时间$并行效率 #"$#$%$%%%&"

! 结论
本文利用追赶法的思想#将循环三对角矩阵中右上角和

左下角多出的非零元单独处理#给出了求解循环三对角方程
组并行算法 " 该并行算法在单个进程上的计算量仍然是

&%#’’&#与利用传统算法求解循环三对角方程组的计算量相
同" 另外#该并行算法的数据通信量也较小"
通过具体实例测试#并行计算效率和速度比还是比较满

意的" 由于本文提出算法的主体是人们熟知的求解三对角线
性方程组的追赶法#故在算法分析过程中#没有误差分析#也
没有给出对循环三对角线性方程组本身应满足的条件" 另
外#如果三对角线性方程组是 ()*+,-./ 的#算法还能够进一步

简化"
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表 ) 计算时间及其加速比与并行效率
*+,-# ) ./0123+34/&+- 340# 43( +’’#-#%+34/&

%+34/ +&5 1+%+--#- #$$4’4#&’6
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!学术动态!

!第 !届中国智能计算大会"征文
为了推动智能计算理论!方法和应用的发展"活跃学术领域研究"交流总结我国智能计算研究工作者的最新成果"由中国运

筹学会智能计算分会主办"安徽工程科技学院承办和安徽省数学会协办的#第 ! 届中国智能计算大会$将于 "#$% 年 & 月 "$’
"& 日在中国芜湖召开% 会议主题如下&

(’ 智能计算(遗传算法"模拟退火算法"禁忌搜索算法"进化算法"启发式算法"蚁群算法"粒子群算法"混合智能算法"免疫
算法"人工智能"神经网络"机器学习"生物计算")*+ 计算"量子计算"智能计算与优化"模糊逻辑"模式识别"知识发现"数据挖
掘%

"’ 不确定系统(随机集"模糊集"粗糙集"可信性理论"机会理论%
,’ 不确定理论(不确定过程"不确定分析"不确定微分方程"不确定逻辑"不确定推理%
!’ 不确定规划(随机规划"模糊规划"混合规划%
&’ 应用(车辆调度问题"可靠性问题"存储问题"排序问题"选址问题"分配问题"更新问题"图像处理"电子商务"信息安全"

风险分析与控制"智能加工系统"智能调度系统"智能交通系统"智能金融工程"数理金融"应用概率统计"智能信息检索"智能
控制与自动化"智能通讯工程等%
征文截止日期("%$% 年 $ 月 $% 日% 详见会议网站(-../012333456.748964:;2<::"#(#%
联系方式(安徽省芜湖市赭山东路 = 号安徽工程科技学院应用数理系)"!(###’ 刘宏建"储慧琴*电话(#&&,>"=?((!(*电

子信箱(<::"#(#@56.748964:;&
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