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. 引言
相对于经典的整数阶微分方程!分数阶微分方程能更好

地描述物理和工程上的一些问题" 近几十年里!分数阶微分
方程已被广泛用于描述光学和热学系统#流变力学及材料和
力学系统 #电磁学 #电化学 #控制和机器人及其他应用领
域中的问题" E6.,10和 C’1"%)*FGH! I%6)* 和 J/&&FKL! M/?63N"7FOL!
;/*)"86/PQL等均给出了分数阶微分方程的应用$R(N(#%)* 等 PSL给

出了分数阶微分方程在物理和工程上的发展和应用$T(&PUH将
分数阶微分方程应用于系统识别和信号处理$分数阶微积分
方程的其他应用可参考文献FV:GWH"
直接求解分数阶微分方程并不是一件容易的事!因此需

要一种更为可靠#高效的方法"

96<%":;/*./" 方程在物理学上! 特别是在量子力学的发
展过程中起着非常重要的作用 " 但目前考虑时间分数阶

96<%":;/*./" 方程的研究不多 " 本文即给出时间分数阶

96<%":;/*./" 方程的解析近似解" 时间分数阶 96<%":;/*./"
方程形式如下

A!!
X+ "#: !K#

!$K Y !%Z#[
!# \X G]"!K %G&

初始条件为

!!!#Z$+ X[\&GZ$[ #"Z$+ X[\&KZ$[ %K&
其中!%Z#[是系统的势能!不同的 %Z#[对应不同类型的 96)%":
;/*?/"方程$ A!!

/+ #是 A1’3#/意义下的分数阶导数!其定义为

A!!
X+ " $Z"[\’()"*($Z"[

其中!(+ "是不小于 " 的最小整数$,(是 ( 阶经典导数$’ #是

采用 !-,40&1分裂方法! 给出在 5&67$,导数意义下的时间分数阶 8/)0129,%-,1方程的解析近似解! 并举例说明了 :-,40&1
分裂方法在求解上的高效性!通过 ;个表给出的近似解和精确解的误差!可以看出 !-,40&1分裂方法在求解时间分数阶 8/)0129,%-,1
方程时能得到很高的精度"

近似解析解#!-,40&1分裂方法#8/)0129,%-,1 方程#5&67$, 导数
<=;>?@= : >...2A@BA$=..C%.=2..;A2.D
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图 ! !!""#
!" $!" 时!精确解的图像"%#及取前 & 项作为近似解的情况"’$%#!()*)+,-!$!()*!-$

./0+ ! 1234 !%""5
!" $!"* ./0+"%5 /6 723 38%97 6:;<7/:4* ./0+=’5 /6 723 %>>?:8/@%73 6:;<7/:4 =#!()*)+,-* &!()*!-5

!"#$%&&’(")*+",,- 积分算子!定义如下

! !".#/0 1
".!2

$

3".$!#2!!1".#24#

虽然在纯数学角度上!5"-$%&&’6")*+",,- 导数比 7%8*9)
导数更受欢迎!但 7%8*9) 导数在工程和数值计算上有着广泛
的应用" 5"-$%&&:6")*+",,- 导数需给出未知解在初始条件下
的一些分数阶导数的具体值! 但在处理具体的物理问题时!
分数阶导数可能没有合适的物理意义#7%8*9) 导数只需给出
在初始条件下的经典导数的值!这样导数就有明确的物理意
义" 且在齐次条件下!7%8*9) 导数和 5"-$%&&:6")*+",,- 导数
是等价的" 故选择 7%8*9) 导数意义下的算子"
基于问题$1%及其初始条件$;%!等价于 <),9-==% 积分方

程的方程为

%>"& $20’1>"2?$(;>"2? 1
">$2

$

3">$!#2!!1> %
;%
&"; !

&)>%2
&% 2@#

此时!可考虑用 A@)$"B&分裂方法求解&A@)$"%& 分裂法对于
求解许多类型的方程!特别是非线性方程是一个强有力的工
具&

! AB:@/%4分裂方法的基本原理
首先考虑非线性方程

%!*>%20( $C%
其中 * 是将 D",E-=9空间 +映射成 ,的非线性算子& 求解目
标即为寻找一个 %!,满足方程$C%&
由 A@)$"B& 分裂方法!假设方程$C%的解能够用一个无

穷级数表示

%0
"

-03
#%- $F%

非线性部分能够被表示成如下形式

*>%/0
"

.0G
#/. $H%

其中!0#. 1为 A@)$"B& 多项式!可通过如下形式获得

0.0
1
.I

4.

4’. *>
"

-03
#’-%-2$ %

"03

.03J 1J ;J ’

其中!’是一个参数"
将式(F%和式(H%带入式(C%!可得

"

-03
#%-!

"

.03
#0.0(

则 %-和 0.的关系为

%30( %1003 %;001 ) %.?100.

A4)$"%& 方法的收敛性已由 7K#==*%*,9L;3’;;M!N*#4=%)O)L;CM!

APP%)*"L;F:;HM! D"$)*&L;QM给出"

C D;3/4EF:?B:4型方程的近似解

C+! !%="#
!" $!" 时

方程(1%为

72(
3J $ %3 %

;%
%"; :%03 1R(&;

初值条件为

%>"J G/01?S"& " %#>"J G/0G
将所考虑的问题写成如下形式

72(
GJ # %0 %

;%
%"; ?%

应用第 1节的方法!有

%0%>"J G/?#%#>"J G/? 1
)>(/

#

G">#!#/(!1>%"">"& #/?%>"& #//4#

用
"

40G
#%4代替 %!得

%G01?S"& " %10 #(
)>(?1/ %;0 #;(

)>;(?1/ %C0 #C(
)>C(?1/

*

则获得近似解的级数形式为

%T01?S"& "? #(
)>(?1/ ?

#;(
)>;(?1/ ?

#C(
)>C(?1/ ?

*

当 (0;时!其近似解为

%T01?S"& "? #;
)>C/ ?

#F
)>H/ ?

#Q
)>U/ ?

*

图 1(%%为 (0; 时!精确解的图像!图 1(P%为取前 C 项作
为近似解的图像!表 1为近似解和精确解的误差+
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图 ! !!""#
!" $ !"!# %" 时的精确解!&"和近似解!’"!$!()*+,##!()*)-.,"

/01- ! 2345 !%""6
!" $ !"!& %"* /01-7&6 08 934 4:&;9 8<=>90<5* /01-7’6 08 934 &??@<:0A&94 8<=>90<5 7$!()*+,* &!()*)-.,6

表 + $$! 时近似解与精确解的误差
B&’=4 + 2345 $$!* 934 4@@<@ ’49C445 934 &??@<:0A&94 8<=>90<5 &5D 934 4:&;9 8<=>90<5

! 精确解 近似解 误差

!"#
!"$
!"%
!"&
!"’
!"(
!")
!"*
!"+
#"!

#"+#& %!# ’+& **# &*’ $#% &
#"+$+ %(& #*$ &&& )’) (!$ )
#"+’& (%’ +&! +’& ’&$ #*% )
#"++! %(+ )+* ((& #%( (’) +
$"!%( +$% %+$ !%$ !($ ($+ (
$"!+& )($ (&’ !() +&+ ’#% (
$"#(& &(( &%$ &’( ($& )%% )
$"$&( )%$ %)% #%! ’$( $!’ *
$"%&$ %*% *#$ $)& &’( &() $
$"&’$ %)* !(# (&! +$’ (&% +

#"+#& %!# ’+% &+$ %&* #*’ )
#"+$+ %(& !+% &+$ %&* %*( ’
#"+’& (%& +$( *$’ (*# )%+ +
#"++! %(& !+% &+$ %&* ’’# )
$"!%( +!# ’+% &+$ %&* &’! #
$"!+& (+) &$( *$’ (*# &+( (
$"#(& %!# ’+% &+$ %&* #*’ *
$"$&( %(& !+% &+$ %&* %%’ !
$"%&# (%& +$( *$’ (*# ’$* ’
$"&’! +(& !+% &+$ %&* &’! #

#"%*+!#!,+

*"*+’!#!,*

#"!#&!#!,(

’")!’!#!,(

$"#)+!#!,’

("’$$!#!,’

#"(&*!#!,&

%"(*%!#!,&

)"&*+!#!,&

#"&#&!#!,%

!-! !%7"6
!" $ !"!& %" 时

方程!#"为

-"!
!. ! #, "

$#
"$$ / "#"! /#0! #1!"$

初值条件

#2$. !304$ #!2$. !50"4$

同样#有

#!04$"!4$ ##0 4$
#2!/#5 !

! #$0" 4$
#2$!5 !

$!"#

#%0 4$
#2%!"#5 !

%!"$ #&0" 4$
#2&!"$5 !

&!"% $

近似解 #6的级数表示形式为

#604$"!4$/ 4$
#7!/#5 !

!" 4$
#2$!5 !

$!"#/ 4$
#2%!"#5 !

%!"$" 4$
#2&!"$5 !

&!"%/$

当 !0$时#精确解!图 $!8""为
#2$. !504$!!

近似解!图 $!9""为

#604$2#"!/ !$
$: " !%

%: / !&
&: " !’

’: /$3

表 $为 $0%时精确解和近似解的误差# 取 ;<=>?8@ 多项

式的前 ’项作为近似解%

!-E !%7"6
!" $805"时

方程!#"为

-"!
!. ! #, "

$#
"$$ /A?@#0! #1!"$

初值条件为

#2$. !50A?@2"$5 #!2$. !50!
同样可得

#!0A?@2"$5

##0 #
#2!5

!

!#2!!$5!"#22#!5$$!%!5<$0

!!
#2!/#5 2""

$A?@2"$5"A?@2A?@2"$555

#$0 !$!
#2$!/#5

!

!$2!!$5!"#22##5$$!%#5<$0

!$!
#2$!/#5 2"

&A?@2"$5/"$A?@2A?@2"$55B=A$2"$5/$"$A?@2"$5&

B=A2A?@2"$55/B=A2A?@2"$55A?@2A?@2"$555

$

其中
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表 ! !"# 时不同的 ! 和 " 时的误差!
$%&’( ! )*(+ !"#, -*( (../. &(-0((+ -*( %11./234%-( 5/’6-3/+ %+7 -*( (2%8- 5/’6-3/+ 03-* 7399(.(+- :%’6(5 /9 ! %+7 "

! 误差!"!"#$" 误差!"!"#%" 误差!"!"#&" 误差!"!"#’"
"#"(
"#"$
"#")
"#"*
"#"%
"#"+
"#",
"#"&
"#"’
"#("

$#&&) +&!("-*

(#(%) ($!("-)

$#%’) (’!("-)

*#+"+ &%!("-)

,#(’( +"!("-)

(#")* *)!("-$

(#*"+ ((!("-$

(#&)) ,)!("-$

$#)(+ ,&!("-$

$#&%* +%!("-$

*#&%% "’!("-*

(#’*( *’!("-)

*#)++ )%!("-)

,#,%, )’!("-)

(#$(( "&!("-$

(#,*$ (’!("-$

$#)+& *+!("-$

)#"&’ (’!("-$

)#’") %&!("-$

*#&(" ,)!("-$

$#&&) +&!("-*

(#(%) ($!("-)

$#%’) (’!("-)

*#+"+ &%!("-)

,#(’( +"!("-)

(#")* *)!("-$

(#*"+ ((!("-$

(#&)) ,)!("-$

$#)(+ ,&!("-$

$#&%* +%!("-$

(#%$$ ))!("-*

+#"&, )’!("-*

(#)+& ’*!("-)

$#*)( &,!("-)

)#,’+ (,!("-)

%#*+" ($!("-)

,#*$( %&!("-)

’#+,& "%!("-)

(#$$$ ++!("-$

(#%"+ *"!("-$

图 ! "#;$<
"$ "53+ $ 时的精确解"%#和近似解"&#""!=>?@,>?AB$!!=>?@,>?AB#

C3D? ! )*(+ "#;$<
"$ "53+$, C3D?;%< 35 -*( (2%8- 5/’6-3/+, C3D?;&< 35 -*( %11./234%-( 5/’6-3/+ ;"!=>?@,>?AB, !!=>?@,>?AB<

表 # ""! 时近似解与精确解的误差
$%&’( # )*(+ ""!, -*( (../. &(-0((+ -*( %11./234%-( 5/’6-3/+ %+7 -*( (2%8- 5/’6-3/+

! 精确解 近似解 误差

"#"%
"#("
"#(%
"#$"
"#$%
"#)"
"#)%
"#*"
"#*%
"#%"

(’#("% ’%) ,$& $)( +%( """ "
(&#(,* (*% )+’ **) "+" """ "
(,#$&, ,&( &*" %+, +)’ """ "
(+#*** +*+ ,,( "’, "*& """ "
(%#+*$ +)( &&* (&& (,( """ "
(*#&,’ ,)( ,$* &,$ &), """ "
(*#(%* ")& +*% ),% &"( """ "
()#*+) ,)& ")% ""( +’$ """ "
($#&", (") ,&$ ++) "$’ """ "
($#(&$ *’) ’+" ,") *,) """ "

(’#("% ’%) ,$, ,’& &%% """ "
(&#(,* (*% )*( ’*" ",’ """ "
(,#$&, ,&( %$’ *’( ,$* """ "
(+#*** +*% ")% *,’ )’" """ "
(%#+*$ +$% )"’ )*) %%’ """ "
(*#&,’ ,($ $$& $"’ )%" """ "
(*#(%) ’&’ &$" (%+ (’+ """ "
()#*+) +$’ ’&, *&, %+% """ "
($#&"+ &&+ $)" """ +’& """ "
($#(&$ "&, )+& $%+ $+’ """ "

*#)$& "!("-("

$#,%" )!("-&

)#((" &!("-,

(#,)% +!("-+

+#%,* &!("-+

(#’*’ ,!("-%

*#&&$ %!("-%

(#"&" %!("-*

$#(,% %!("-*

*#"+% ’!("-*

#"!./01./01#"23

#(!$(45.1$"3! !!
"1!6(3 7"#

$./01#"345.1./01#"33-

45.1./01#"33./01./01#"333

#

取前 )项作为近似解!图 )!8""$则
$9!$"6$(6$$!

./01#"36 !!
"1!6(3 1"#

$./01#"3"./01./01#"3336

!$!
"1$!6(3 1#

*./01#"36#$./01./01#"3345.$1#"36

$#$./01#"345.1./01#"33645.1./01#"33./01./01#"333
!!$时$精确解!图 )!:""为

$1"; <3! (
$ 1./01#1"%!336./01#1"!!333

表 )为不同 !和 "的精确解和近似解!取前 )项"之间的误
差%
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表 ! !"# 时不同 ! 和 " 产生的误差
$%&’( ! )*(+ !"#, -*( (../. &(-0((+ -*( %11./234%-( 5/’6-3/+ %+7 -*( (2%8- 5/’6-3/+ 03-* 7399(.(+- :%’6(5 /9 ! %+7 "

! 误差!"!"#$" 误差!"!"#%" 误差!"!"#&" 误差!"!’#""
"#"’
"#"(
"#"$
"#")
"#"%
"#"*
"#"+
"#"&
"#",
"#’"

(#*,, ’"!’"-&

(#’%+ ’(!’"-+

+#(*& ’$!’"-+

’#+’& +&!’"-*

$#$)* &&!’"-*

%#+*( "(!’"-*

,#’", +)!’"-*

’#$%( ,’!’"-%

’#,’% ’*!’"-%

(#*’" ""!’"-%

’#(), &%!’"-+

,#,,% ("!’"-+

$#$+’ $%!’"-*

+#,&) *)!’"-*

’#%%+ &’!’"-%

(#*&& $$!’"-%

)#(*( (&!’"-%

*#$%" &)!’"-%

,#"($ ,(!’"-%

’#($% ""!’"-)

%#’’, +*!’"-+

)#",% ($!’"-*

’#$&’ &’!’"-%

$#(+) $)!’"-%

*#$,( %"!’"-%

’#’") "%!’"-)

’#+%( ’(!’"-)

(#*’$ %+!’"-)

$#+’& $’!’"-)

%#",* ""!’"-)

,#,,, +"!’"-+

+#,,, ")!’"-*

(#*,, (+!’"-%

*#$,* ,$!’"-%

’#(), "*!’"-)

(#’%+ **!’"-)

$#)() ,%!’"-)

%#’’" ’+!’"-)

+#(+( (&!’"-)

,#,+" ""!’"-)

图 ! !#;$<
!$ "$ #=>"!;! #!" #<!" >! >时的精确解!%"和近似解!&"!"!?@,@ABC#!!?@,@ADC"

E3FA ! )*(+ !#;$<
!$ "$ #=>"!;! #!" #<!" >! >, ;%< 35 -*( (2%8- 5/’6-3/+, ;&< 35 -*( %11./234%-( 5/’6-3/+ ;"!?@,@ABC, !!?@,@ADC<

#A! !#;$<
!$ "$ #=>"!;! #!" #<!">! >时

方程!’"为

.#!
"$ /%- "

(%
""( 0%(0*"!1!(-"(2-"*!*!" ’3!"(

初值条件为

%1"4 "5!" %!1"4 "5!"
同样得

%!%1"4 "50!%!1"4 "50 ’
#1!5

!

"#1!!$5!"’1%"""%("*"!1!(""(50"*!*56$

用
#

&!"
$%&和

$

’!"
$(’分别代替 % 和非线性部分 %(#即得

$

&!"
$%&!%7"4 "50!%!1"4 "50 ’

#1!5

!

"%1!!$5!"’&$

&!"
$1%&5"""

$

’!"
$)’1%(5"*"!1!(""(50"*!*’6$

因此有

%"!%1"4 "50!%!1"4 "5

%’! ’
#1!5

!

"#1!!$5!"’11%"5""")"1%(5"*"!1!(""(50"*!*56$

%(! ’
#1!5

!

"#1!!$5!"’11%’5""")’1%(5"*"!1!(""(50"*!*56$

%$! ’
#1!5

!

"#1!!$5!"’11%(5""")(1%(5"*"!1!(""(50"*!*56$

$

其中 )&1%(5是 869:;<= 多项式#可按如下形式给出

)"1%(5!%(
"

)’1%(5!(%"%’

)(1%(5!(%"%(0%"%(
’

$

取前 $项作为近似解!图 )!>""#即

%?!%"0%’0%(!

"0 *"$

#7!0(5 !
!0’" $*"

#7!0)5 !
!0$0 #7+5"*

#7!0+5 !
!0& (* 0& $*"

#7(!0(5 !
(!0’0

$"#7+5")

#7(!0+5 !
(!0*0 *"$

#7!0(5 !
!0’" $*"

#7!0)5 !
!0$0 #7+5"*

#7!0+5 !
!0*(!

’("$
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当 !!( 时#精确解为 %7"$ !5!"$!$!图 )!<""% 表 ) 为不同 !

和 " 的精确解和近似解!取前 $项"之间的误差%
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! 结论
本文运用 !"#$%&’ 法求解时间方向上的分数阶 ()*%’+

,#-"#’ 方程! 对于线性 .)*%’+,#-"#’ 方程"甚至可以给出具
体的解析解#对于非线性的 .)*%’+,#-"#’ 方程"选取前几项
作为其解析近似解"也可得到较高的精度! 通过求解几种不
同类型的 .)*%’+,#-"#’ 方程的近似解 " 可很明显地看出 "

/"#$%&’方法在求解分数阶微分方程上非常有效" 而且求解
过程中不需要线性化和扰动"减少了求解过程中的误差!
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中国力学学会学术大会 !"#$% 将于 "$$% 年 & 月
在河南省郑州市举行! 大会由中国力学学会主办"郑州
大学承办"目前共设立 ’( 个分会场")) 个专题研讨会!
其中分会场全部为邀请报告" 由分会场负责人组织约
稿! 专题研讨会面向全国力学及相关科技工作者征稿!
拟向专题研讨会投稿的作者请于 "$$% 年 ( 月 ’

日之前提交稿件的详细摘要"内容包括#! 文章题目$
" 作者姓名%单位%邮编%电子信箱地址$# 摘要正文!
摘要内容应控制在 ’ 页 *( 纸以内!摘要将由大会学术
委员会审稿"审核通过的稿件"摘要将被收录到论文摘
要集"全文收录到光盘!
投稿者可选择相应的专题研讨会进行投稿"专题研

讨 会 目 录 请 参 见 网 页 +,,-.//000123,451678129/22!
,45"$$%/:;3,<=+,;143->2:433;?@ABC9;?3@"&!
稿件采用在线提交的办法 " 提交网址为 #+,,-.//

000123,451678129/22,45"$$%/;9?DE143-! 投稿者须
在网上注册个人信息后在线提交稿件!
详细摘要投稿截止日期#"$$% 年 ( 月 ’ 日$全文投

稿截止日期#"$$% 年 F 月 ’) 日!
联系人#刘洋&电话#$’$G&")(H%$H"F"))%"$%"电

子信箱 #:;CI498J23,451678129’$何漫丽 &电话 #$’$K
&")(H%$)"F")HF"A’"电子信箱 #+D549:;J23,4516781
29’! 传真#$’$LF"))%)&&! 联系地址#北京市海淀区北
四环西路 ’)号中国力学学会&’$$’%$’!

!学术动态!

中国力学学会

学术大会 !"#$%征稿
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