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. 引言
对时滞系统!稳定性分析的一种非常方便有效的方法是

稳定性切换!其思路是通过分析介于稳定和不稳定之间的临
界稳定来获得含参数的时滞系统的稳定性 CD7EF!但这种方法不
适用于一般的多时滞系统!此时需要求助数值算法" 最直接

的方式是确定特征根分布! 即求解含有指数函数的超越方
程" 当系统平衡点失稳后!时滞系统常常会发生 6/%, 分岔而
导致自激周期运动" 如何求出分岔周期解并确定其稳定性!
是分岔分析的中心任务!其中!中心流形约化方法 CG7HF和摄动

法CI7DJF是普遍采用的 6/%, 分岔分析方法" 从计算的角度看!摄
动法比中心流形法更加简便 CDDF"
迭代法由于其结构简单#易于计算机实现而被广泛应用

于非线性方程 $组% 的数值求解中" 对单根而言! ;’.*/)7
<&%"$/) 迭代法和 6&22’5 迭代法分别具有 K 阶和 E 阶的收敛
速度" 由于时滞系统的特征方程有无穷多个根! 无法通过直
接应用迭代法求得所有特征根来确定时滞系统的稳定性" 用
迭代法可求得最大实部的特征根! 从而确定系统的稳定性!
算例表明该方法简便有效 CDK7DGF" 另一方面!迭代法可用于确定
时滞系统的分岔周期解!获得了满意的结果!对某些系统该
方法甚至优于中心流形约化法等方法 CDHF" 求解分岔周期解的
迭代法和伪振子分析法 CDI7KJF有直接的关联!使得迭代法也可
以讨论分岔周期解的稳定性!这是谐波平衡法等方法所不具
有的优点"
本文目的是对这两种迭代法的研究进展作简略的综述!

并提出进一步思考的问题"

/ 求最大实部特征根的迭代法
010 方法介绍
时滞系统平衡点渐近稳定的充分必要条件是其线性化

系统的特征根都具有负实部" 对滞后型时滞系统和一定条件
下的中立型系统!这个条件等价于最大实部特征根的实部小
于零" 在应用 ;’.*/)7<&%"$/) 公式等迭代算法求解时!只有
初始值选在所求根的附近才能保证迭代序列收敛 CDK7DGF" 为此!

简要综述了迭代法在时滞系统稳定性与 5,34 分岔研究中的若干新进展! 在稳定性分析中"利用 6&7")%$ ! 函数"时滞系统
的最大实部特征根可以用 8)+$,9:;&3<#,9 等迭代法求得! 而在 5,34 分岔分析中"利用迭代法求得了分岔周期解的近似表达式!
对这两个问题"迭代法简便有效!

时滞系统#稳定性#5,34 分岔#迭代法
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引入 !"#$%&’ !函数将问题转化为求某个超越函数的零点!
!"#$%&’ ! 函数定义为 "%"(#)#!*+的解 "(")#+"它有无

穷多个分支"分别记为 !$)#+)$(,- !.- !/- #+"其中 %,)#+是在
原点解析的唯一分支"满足 !,),+(,!利用 !"#$%&’ !函数"&0
’0(%"&!(, 的根可分别表示为 &)("*0+) )"(!%,!+1! ))(,- !.- !/-
$+% 进一步有"该超越方程的根皆具有负实部的充要条件是

2%3%))"(!%,!+45,!
这个结论是如下命题的直接推论

#"6
)(,- !.- !/- $

2%%))#+(2%%,)#+ )"#!*+ &.’

在一般情况下"时滞系统的特征根不可能有这样的显式
表示"但上述结论启发我们利用 !"#$%&’ % 函数"用数值方
法求得最大实部的特征根% 为此"如果记时滞系统的特征函
数为 -)&+"那么可选取适当的比例常数 "7,- #"构造一个相关
的函数 .)&+3.84

.)&+("&"%,))"&!$-)&++%%&+ &/’
然后对该函数"利用 9%:’;<=2">?@;<迭代格式

&/0.(&/" .)&/+
.#)&/+

)/(,- .- /- $+ &A’

或者 B"CC%D迭代格式

&/0.(&/" .)&/+
.$)&/+

." .)&/+.%)&/+
).$)&/++/# $=. )/(,- .- /- $+

即可求得最大实部特征根% 以 9%:’;<=2">?@;< 迭代法为例"
其迭代序列收敛的条件是

.)&E+.%)&E+
).$)&E++/ 5. &8’

其中 &E是待求的根% 如果 "0 $ 取得足够小"那么 .)&+%,"从
而迭代序列收敛的条件&8’得到满足% 另一方面"设 &E是具有
最大实部的特征根" 那么必有 !"#$%&’ +函数的某个分支满
足 "&E(+))"&1%"&E+% 对充分小的 ""有 "&E%!))"&E+%因为 &E具有
最大实部"利用性质&.’可知"必须有 )(,% 因此"只要 "0 $ 取
得足够小" 那么最大实部的特征根一定由 !"#$%&’ !函数主
支对应的函数 .)&+求得%
在多数情况下"对 .)&+运用迭代法可直接求出 -)&+的最大

实部特征根% 在某些情况下".)&+的零点可能多于一个"因此
应对计算结果进行检验% 应用 9DFGH@’ 图示法3./=.84可以很方便

地判断所求的根是否为最大实部特征根%

!"# 应用举例
考察利用线性矩阵不等式&!IJ’方法广泛研究过的中立

型时滞系统

2" )3+042" )3!!+("’2)3+0(’"<?2)3!&+ )K4K5.+
的渐近稳定性"!IJ方法得到的有关结果是保守的%由于方程
的特征函数是

-)&+(&04&%"&!0’"(%"&&

取 %5$(.1.,,"即可容易求出最大实部的特征根&表 .’"其中
前 A 种情形是渐近稳定的"而后 / 种情形是不稳定的% 利用
9DFGH@’ 图示法可容易验证数值结果的正确性&图 .’%

表 ! 中立型时滞系统的最大实部特征根
$%&’( ! )*+,-./0- 1,%2%1-(2*0-*1 2//-304 /5 -,( 6(7-2%’ -*.(89(’%: 0:0-(.

参数值 最大实部特征根 &E

4(,LM- !(,L.N- ,(,LM- ((,L8OA- &(,LA
4(",LP- !(O- ,(,LM- ((",LA- &(.,
4(,LM- !(,L.- ,(,LM- ((,LAM- &(,LA
4(,L/- !(,L.N- ,(,LM- ((,LA- &(,LA
4(,LA- !(,L.N- ,(,LM- ((",LA- &(,L8

",L,M,OPMN,OA8
",L,.QPAAPNA,/0.L88A/,AM.8H
",L.AOMAPQOOA
,LP.AQQM,.AP
,L/NNAON.,A,

图 ! 对表 ! 中第一种情形计算结果的检验
;*+" ! </65*2.%-*/6 /5 -,( 1/.=7-%-*/6%’ 2(07’-0 5/2 -,( 5*20- 1%0( *6 $%&’( !

!%" !>*!4?>!@*!4的 A:B7*0- 曲线不包含原点
>%4 $,( A:B7*0- =’/- /5 !>*!4?>!@*!4

C*-,/7- 1/6-%*6*6+ -,( /2*+*6

!&" !>*!@)(0D4?>!@*!4的 A:B7*0-
曲线经过原点

>&4 $,( A:B7*0- =’/- /5 !>*!@)(0D4?>!@*!4
=%00*6+ -,2/7+, -,( /2*+*6

!1" !>*!@)(0D@E"E!4?>!@*!4的 A:B7*0-
曲线不包含原点

>14 $,( A:B7*0- =’/- /5
!>*!@)(0D@E"E!4?>!@*!4 C*-,/7-

1/6-%*6*6+ -,( /2*+*6
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! 求 "#$%分岔周期解的迭代法
!&’ 方法介绍
研究表明 !"#$!依赖于某参数 ! 的任意阶时滞系统都可以

发生 %&’( 分岔而产生周期运动" 系统发生 %&’( 分岔的基本
条件是#存在某参数值 !)!当 !"!)时系统特征方程有一对简

单的纯虚根!而其他的特征根皆具有负实部!且当 ! 的取值
跨过 !)时!到达虚轴的这对特征根穿越虚轴" 这就要求当 !"
!)时!特征方程的最大实部根是一对简单的纯虚根!!)*" 由中
心流形约化定理或周期函数的 +&,-*.-展开式可知!在分岔点
附近!这个$稳态%分岔周期解的主要部分是 # /&01!)$2"3!其中
#4 " 是待定的常数& 对频率变化不大的时滞系统来说!如果能
求出振幅 # 的一个足够满意的估计式! 就可以得到分岔周期
解的近似表达式&

以单变量时滞微分方程

%1&31$35’1!( %1$34 %"1$34 %#1$34 ’4 %1&$"31$34 %1$!#34 %"1$!$34
%#1$!$34 (4 %1&$"31$!$336) )#%

为例!其中 !为某参数)包括可以是时滞%& 假定该系统在 !)
!)时发生 %&’( 分岔! 对应的最大实部根是一对简单的纯虚
根!!)*!那么构造如下的迭代序列

%#
*578$36%#

* 1$39!%
1&3

* 1$35’1!4 %*1$34 %*"1$34 %*#1$34(4 %
1&973

* 1$34

%*1$+$34 %*"1$,$34 %*#1$,$34 (4 %
1&973

* 1$,$33$ ):%

其中 *6)4 74 ;4 (& 选取初始函数为分岔解的主要部分)不记

相位差%

%)1$36#/&01!)$3 )<%
由迭代公式可计算出 %71$3&由三角函数系的正交性!可要求方
程的解满足 =>?.-@*A型条件!即

B!C!)

)! !%#
*5"8$3$%#

* 8$3$%"
* 8$3D$6) )E%

其意义是#对充分靠近分岔值的参数!%)8$3作为分岔解的近似
有足够好的精度!那么 %78$3中不含 0*A8!)$3的项!而仅用高次谐
波项来修正迭代精度& 由 =>?.-@*A条件可确定周期解的振幅
# 的近似值 #))一般说来!在分岔点附近分岔周期解的振幅不
是大振幅!因此当方程有多个解时!取最小的解为 #)%!从而得
到近似解

%8$3"%)8$36#) /&08!)$3
如果考虑到高次谐波项的影响!那么可用 %8$3"%78$3&
很明显!该方法非常简单!然而对很多实际系统!利用该

方法可以得到精度很高的近似解!其精度甚至可以优于一些

需要进行大量繁琐计算的现有方法& 特别地!这一方法与伪

振子分析法有着直接的关系& 除一个正常数外!方程)E%的左
边就是伪振子分析法 !7:9B)$中的函数 -8#3& 因此!迭代法不仅可
以确定分岔解的近似解!还可以确定分岔解的稳定性#如果

-"8#)3F)!那么分岔解是稳定的& 另外!结合时滞系统状态空间
关于特征值!*!)的分解!还可以构造出迭代序列来分析多变

量时滞系统的 %&’(分岔产生的周期解 !7#$&

!&! 应用举例
考察向日葵方程

%#8$G5 .
$ %"8$35 /

$ 0*A %8$!$36) 8.4 /0 $H)3

由于 %&’(分岔是局部性质!因而正弦函数可取 I>J?&- 展开式
的不超过 K 次方的项或不超过 L 次方的项!将展开后的向日
葵方程左端除二阶导数项外的部分记为 &8.( /( %"8$34 %8$!$33&
由线性稳定性分析知!当

8.4 /$3#’)6M8!N>A!( !;0./!GO!#P)4 !C;3Q
时 !最大实部特征根为 ! * !!且在临界点处有 D1CD.$)!
D1CD/$)! D1CD#$)& 因而!当 .( /( # 这 K 个参数中任意一个
作为参数时!向日葵方程发生 %&’( 分岔&

特别地! 当 .6.)6 K% !C7E4 /6/)6 K% !;CLR4 #6#)67 时!
最大实部特征根为!8!C:3*& 以 / 为分岔参数的情形为例!由
%)8$36#/&08!)$3出发!经迭代

"#
*57 8$36$&8.)4 /4 %"

* 8$34 %*8$!#)33
可算出 %78$3& 利用 =>?.-@*A条件!可求得 #)的值& 当 0*A %8$!#3
取 K次 I>J?&-展开时!#)的解还可解析地表示&由于迭代法得
到的结果与伪振子分析法得到的结果一致!由文献!7S$知!迭
代法得到的结果优于利用中心流形约化与规范理论得到的

结果)图 ;%& 图 ; 中!实线是迭代法给出的估计!粗线对应于
正弦函数取 L 次 I>J?&- 逼近! 细线对应于正弦函数取 K 次
I>J?&-逼近!虚线对应于中心流形和规范形理论得到的结果!
点对应数值计算结果& 迭代法涉及的计算少且简单&

( 讨论
迭代法是求解非线性方程的一种简便有效的方法!但其

成功应用有赖于选取恰当的初始迭代& 在求最大实部特征根
时! 利用 T>UV.-N 2函数构造了一个和特征函数相关的辅助
函数!使得对相当随意的初始值都可使迭代序列很快地收敛
到这个特征根& 但也确实存在这样的情况!辅助函数除了最
大实部特征根外还有其他根! 因而需要利用 WJX,*0N 图示法
来检验计算结果& 如果经检验所求得的根不具有最大实部!
则应调整比例常数的大小& 一个有待解决的问题是!对满足
什么条件的比例常数!辅助函数仅有最大实部特征根* 对于

图 ! 以 ! 为分岔参数时得到的分岔图
)*+, ! -*%./012*#3 4*1+/15 6*27 /89$802 2# !
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分岔周期解!将其限定在分岔点附近求解!所以只需要考虑
这个解的主要部分!然后通过一次迭代即可确定周期解的振
幅!如果要考虑高次谐波项的作用!则需要计算二次或三次
迭代" 就像多尺度法等摄动法那样!通常一两次迭代即可得
到满意的结果" 从原理上来说!只要对所求解的特征和形式
了解清楚!都可以通过迭代法求解!有兴趣的读者不妨尝试
一下时滞系统双 !"#$分岔导致的周期解或拟周期解的求解"
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_PI’ l2<-0 m(*-0(*-0U h*-0 l*+2(*B J9*?+;+9, *-= ]"#8 ?+8(:6*9+"-7 "8 *-
"#9"<;<69:"-+6 9+5<R=<;*, 8<<=?*6@ 7,79<5 _Kbcd’B :#%-)%8’+ /0%’1)23U
HIIkU ="+YPIBPII‘b7PPI‘PRIIkRjXHWRSB

_PP’ n*,8<2 i ]3 c:=<: :<=(69+"- "8 :<9*:=<= -"-;+-<*: 7,79<57R92< 5<92"=
"8 5(;9+#;< 76*;<7 ^<:7(7 6<-9<:R5*-+8";= :<=(69+"-_K’3 :#%-)%8’+
/0%’1)23U HIIkU QPNXOD XkSRQII3

_PH’ h*-0 l*+2(*U ]( ]*+,*-3 f*;6(;*9+"- "8 92< :+0295"79 62*:*69<:+79+6
:""9 "8 :<9*:=<= 9+5<R=<;*, 7,79<57 ^+* d*5?<:9 h 8(-69+"-_K’3 ! "#$%&
’%& ()*+’,)#%U HIIkU SPkNXRQOD ‘Q‘R‘W‘3

_PS’ h*-0 l*+2(*3 n(5<:+6*; 79*?+;+9, 9<79 "8 -<(9:*; =<;*, =+88<:<-9+*; <o(*!
9+"-7_Kbcd’3 >’,681’,)2’- 5+#*-813 )% A%B)%88+)%BU HIIkU ="+DPI3PPQQb
HIIkbWjkIXS3

_PX’ h*-0 l*+2(*3 n(5<:+6*; 9<79 8": 79*?+;+9, "8 8:*69+"-*; =<;*, 7,79<57_K’3
J(?5+99<= 9" 9$,#1’,)2’U HIIk3

_PQ’ h*-0 l*+2(*3 i- +9<:*9+"- 5<92"= 8": 6*;6(;*9+-0 92< #<:+"=+6 7";(9+"-
"8 9+5<R=<;*, 7,79<57 *89<: * ]"#8 ?+8(:6*9+"- _K’3 :#%-)%8’+ /0%’1)23U
HIIkU QSNPRHOD PRPP3

_PW’ h*-0 l*+2(*U ]( ]*+,*-3 p7<(="R"76+;;*9": *-*;,7+7 "8 76*;*: -"-;+-<*:
9+5<R=<;*, 7,79<57 -<*: * ]"#8 ?+8(:6*9+"- _K’3 =%,8+%’,)#%’- !#$+%’- #.
@).$+2’,)#% ’%& 46’#3U HII‘U P‘NkOD HkIQRHkPX3

_P‘’ d+ K+-0U h*-0 l*+2(*3 ]"#8 ?+8(:6*9+"- "8 * -"-;+-<*: d*7"9*Rh*q<>7@*R
9,#< #"#(;*9+"- 5"=<; >+92 5*9(:*9+"- =<;*, _K’3 /0%’1)23 #. 4#%,)%$#$3;
/)32+8,8 C =1?$-3)D8 "03,813 @D 9??-)2’,)#%3 C 9-B#+),613U HII‘U PX
NQOD WPPRWHS3

_Pk’ r*" s<-0U h*-0 ](*+;<+U h*-0 l*+2(*3 ]"#8 ?+8(:6*9+"- "8 * -"-;+-<*:
=<;*,<= 7,79<5 "8 5*62+-< 9""; ^+?:*9+"- ^+* #7<(="R"76+;;*9": *-*;,7+7_K’3
:#%-)%8’+ 9%’-03)3 @DE8’-F#+-& 9??-)2’,)#%3U HII‘U kNQOD PQWPRPQWk3

_Pj’ d+ K(-,(3 ]"#8 ?+8(:6*9+"- "8 92< 7(-8;"><: <o(*9+"- _Kbcd’3 :#%-)%8’+
9%’-03)3 @D E8’- F#+-& 9??-)2’,)#%3U HIIkU ="+DPI3PIPWbe3-"-:>*3
HIIk3IS3IIH3

_HI’ d+ K(-,(U h*-0 l*+2(*3 d"6*; ]"#8 ?+8(:6*9+"- "8 6"5#;<[ -"-;+-<*:
7,79<57 >+92 9+5<R=<;*, _K’3 =%,8+%’,)#%’- !#$+%’- #. @).$+2’,)#% ’%&
46’#3U HIIjU PjNSOD +- #:<773

中国通信学会主办!中国通信学会青年工作委员会和大连工业大学承办!"通信学报#协办的$第十四届全国青年通信学术
会议%将于 !""# 年 $ 月&具体时间另行通知’在大连工业大学召开( 会议将就现代通信理论与技术的最新研究进展和发展趋势
开展深入)广泛的学术交流!并特邀著名专家)学者作专题报告( 本次会议将从到会宣读的论文中遴选出优秀论文推荐给*通信
学报#&%& 收录’!其他论文将收录至由国防工业出版社正式出版的学术论文集( 为保证本次会议的学术质量!吸引更多的高水
平学术论文!现向全世界广大华人青年科技工作者公开征稿(
本次会议的主要征文范围包括+宽带交换技术 &’(’)计算机通信与 )*+, --)数字城市与数字地球 .- ) 电路与系统

-& 等领域( 来稿要求内容具体!突出作者的创新与成果!具有较重要的学术价值与应用推广价值!未在国内外公开发行的刊物
或会议上发表或宣读过, 第一作者的年龄不超过 /0 岁!文末附加不超过 1"" 字的第一作者简介,论文投稿为全文投稿方式!中
英文稿件均接收!稿件请用 )234 排版,所有论文必须提供至少一个可靠的电子邮件地址!并在稿件最后注明联系人的详细联
系方式!包括详细的通信地址)邮编)联系电话)手机号码)电子信箱等(
会议网站+ 5667899:;<4;3=6>4?2@AB
联系人+冯幼荣!段晓光,联系电话+ CD!E#C"DF!G!CDC/C/""F0$,电子信箱+ BHAAAI62J@A2J,通信地址+北京邮电大学

!F$ 信箱&C""F$E’(

!学术动态!
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!第十四届全国青年通信学术会议"征文

专题论文!()"&*+, -’’."’"
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