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量子态的数学与神经网络表示
丛爽

摘要 随着深度学习的广泛应用，神经网络模型的数据自生成以及概率模拟等功能在量子态

重构与估计方面的应用得到人们关注。通过对量子态的各种不同的数学表示，引导到神经网

络量子态的不同表示；从量子态不同物理变量之间的关系，推导出相应神经网络结构上的输

入/输出之间的非线性映射关系，为采用不同类型的神经网络模型根据自身数据自生成以及

概率模拟功能，实现量子态估计应用，提供网络函数关系及其数据生成的理论设计基础。
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量子系统的状态可以在希尔伯特空间采用波

函数表示，也可以采用密度矩阵 ρρ描述。密度矩阵

可以通过对波函数的外积叠加获得。对一个量子

系统中的密度矩阵的估计，需要用到量子系统输出

的测量值。量子状态（简称量子态）估计可以分为

完备测量和不完备测量。完备测量是指在选定的

正交测量基矢下测量次数与待估计参数值数目相

等的测量。一个 n比特量子系统状态的密度矩阵

ρρ∈Cd×d（d=2n）所具有的维数是 d=2n，密度矩阵同时

还需要满足半正定（ρρ≥0），迹为 1（tr（ρρ）=1）和共轭

对称（ρρ†=ρρ）的性质。由于待估计 ρρ的未知元素数目

为 d×d=2n×2n=4n个，所以对量子系统中一个量子态

的完备测量次数为 4n量级，测量次数是随着量子位

数的增加呈指数增长[1]。量子状态层析是最早用来

进行量子状态估计的方法[2]。Smith等基于最小二

乘法从带有噪声的数据中实现了 4比特量子状态

估计[3]。Li等[4]提出了一种低测量比率下的高量子

位的快速重构。Zhang等[5]提出了带有噪声和干扰

的量子态滤波器。采用神经网络进行量子态估计，

有可能通过对神经网络输入量子位数 n，即 n输入

节点，得到期望的 2n个重构参数，这样就有可能将

2n的计算复杂度减少为 n多项式的计算复杂度，从

而减少训练网络时间，加快收敛速度，提高逼近精

度。这是近年来人们采用神经网络进行量子态重

构的动因。Xin等[6]使用全连接神经网络从局部测

量信息实现了量子态层析，为大规模量子系统的可

扩展状态层析提供了有效方法。Lohani等[7]实现了

利用卷积神经网络进行量子态层析，并获得较高的

48



科技导报2023，41（19） www.kjdb.org

平均保真度。当采用神经网络进行应用时，除了需

要掌握神经网络本身的设计，更重要的是要将需要

解决的问题和实现的目标转换成能够以神经网络实

现的函数映射关系，对于采用神经网络进行量子态

估计，重要的一步就是实现神经网络的量子态表示。

本文根据量子态的波函数和密度矩阵的数学

表示，分别对量子本征态、纯态以及混合态和纠缠

态在选择不同测量基下的不同表示，以及它们之间

的不同转换和关系，通过具体数值例子对其进行特

性分析，给出 2种典型的神经网络量子态的表示；

根据不同物理变量之间的关系，以及神经网络自身

所具有的特性，推导出相应神经网络结构上的输

入/输出之间的非线性映射关系，在理论上提供神

经网络函数关系及其数据生成的设计原则。

1 量子态的数学表示

1.1 波函数的数学表示

量子态的波函数 ψψ（t）又称为波矢，是一个矢

量。狄拉克（Dirak）提出采用右矢 · 符号表示量子

波函数 ψ ，采用左矢 · 表示量子波函数的共轭转

置 ψ = ( )ψ* T
。最简单的单量子位的波矢是一个

2×1 的列向量，可以表示为 ψ = é
ë
ê
ù
û
ú
1
0 = [ ]1 0 T

，或

者 ψ = é
ë
ê
ù
û
ú
0
1 = [ ]0 1 T

。这 2个矢量在二维平面内

正好组成一个正交基，波函数的所有状态可以由这

2个正交的基本矢量（简称基矢）线性叠加而成。

最常用定义单量子位的 2个正交基矢分别为 0 =
= [ ]1 0 T 和 1 = [ ]0 1 T

。这里所定义的 2个基

矢又称为本征态，选用本征态为位基矢是最直接

的，当然还可以定义其他基矢，将在本文的1.3节叙

述。任意一个波函数的表达式可以为这 2个本征

态基矢的线性叠加：

ψ = a 0 + b 1 （1）
式中，a和 b为满足a2+b2=1的复数。

因为 b=0时，有 a2=1成立；a=0时，有 b2=1成立，

此时的波函数是（以概率1）分别处于 0 和 1 ，所以

a2和 b2分别表示波函数本征态等于 0 和 1 的概

率。a和 b被称为（概率）幅（开）方。由于 a和 b为

任意复数，原则上通过适当地确定 a和 b的值，就可

以对一个量子位编码出无穷多个量子态波函数。

所谓的量子态的制备、估计、重构以及调控，都是对

由本征态组成波函数的系数 a和 b的值的设计与操

纵。例如，可以采用 0 和 1 基矢分别表示半自旋

粒子系统的自旋向上和自旋向下的状态：↑y =
1
2 ( )0 + 1 和 ↓y = 1

2 ( )0 - 1 ；以 及 ↑x =
1
2 ( )0 +i 1 和 ↓x = 1

2 ( )0 - i 1 。

当量子位为 n=2时，波函数的本征态个数有 2n
=22=4个，当采用本征态作为测量基时，波函数的表

达式为

ψ = a1 00 + a2 01 + a3 10 + a4 11 （2）
式中，a21 + a22 + a23 + a24 = 1。

以此类推可得，n量子位波函数可以由所定义

的2n个基矢的叠加组成：

ψ =∑
i = 1

2n
ai x1x2…xn , xi ∈ { }0,1 （3）

从式（3）中可以看出，对于 n量子位组成的波

函数，有 n个变量，2n个基矢，以及与其对应的 2n个
幅方系数ai, i=1, 2, …, 2n。
1.2 密度矩阵的数学表示

由于波函数平方后得到的系数具有概率的物

理意义，人们通过计算波函数的外积获得矩阵，得

到其元素具有明确物理意义的密度矩阵

ρ = ψ ψ =∑
i

pi ψi ψi （4）
式 中 ，pi 为 状 态 对 应 ψi ψi 的 概 率 ，且 满 足

∑
i

pi = 1。
密度矩阵中的每一个元素都对应着所定义的

基矢以及不同基矢间的相干出现的概率，这个概率

可以通过对实际量子系统的实验，反复对同一个量

子态的测量并进行平均计算出来。通过这样的反

复测量实验，获得含有量子状态信息的实验数据，

对数据进行处理后，可重构（或估计）出量子状态的

密度矩阵。
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需要特别强调和提醒的是，对于任意一个量子

系统的状态制备、测量、估计以及调控，都是对幅方

ai, i=1, 2, …, 2n（波函数系数），或 a2（密度矩阵系

数）的操控，也就是人们只能对各个基矢及其相干

态在组成量子态中出现的概率进行测量和操控，而

不是对本征态本身的操控。所以量子态或系统的

控制是一种对概率的控制，这与宏观系统中直接对

系统状态的控制概念完全不同。

举个简单的例子（例 1）。向空中抛一枚硬币，

当此硬币落入手中时，是观测到正面还是反面？采

用量子态的概念可以很精确求解如下：

1）当此硬币抛向空中时，此硬币在空中不断

旋转，所处的状态是 正面 和 反面 的叠加态：

ψ = a 正面 + b 反面 。因为 a和 b可以取任意复

数，所以 ψ 是一个连续不断变化的状态。

2）当硬币落入手中观测其结果时，ψ 不再是

一个叠加态，只能是 正面 或者 反面 中的一种结

果。换句话说，硬币塌缩到组成硬币正或反面（本

征态）中的一个，这就是量子态观测的塌缩性。至

于是塌缩到哪一个本征态（正面 或者 反面 ），这

是随机的，这就是量子态观测的随机性，它取决于

观测的量子态本身在各个本征态上的幅方 ai, i=1,
2, …, 2n的大小。所以通过一次观测就准确说出落

入手中的硬币的状态是做不到的，因为要确定的是

组成硬币状态的幅方 ai, i=1, 2, …, 2n的值，不过 ai,
i=1, 2, …, 2n的值可以通过多次实验结果求出。

3）反复抛出硬币，观测并记下其落入手中的

结果，看到 正面 时，记录一个“+”号；看到 反面

时，记录一个“-”号。做 100次观测实验后，分别统

计 正面“+”号和 反面“-”号的总数，可能的结

果是 49∶51，那么，一次观测到落入手中硬币为

正面 的概率为 a2=49/100，为 反面 的概率为 b2=
51/100。随着观测实验次数的增加，这 2个概率数

值将越来越接近 50%∶50%，所以出现 正面 和

反面 的概率各占 50%。这是一个精确答案。硬

币抛向空中落入手中的精确量子态的表达式为

硬币观测状态 = 1
2 ( )正面 + 反面 （5）

1.3 量子态密度矩阵的不同表示方法

例 1通过获取多次实验的、硬币塌缩到某一个

本征态的测量值，以及对测量值的统计计算，求出

观测硬币正、反两面的精确幅方系数 a和 b各等于

1 2，这个过程就是基于测量值的量子态重构

（估计）过程。过程中最关键的信息是，根据实验获

得的观测数据，此数据不是 a和 b本身，但其中是包

含着所要重构的 a和 b的信息。根据这些数据，就

可以对 a和 b进行估计，因为在观测数据与参数 a

和 b之间，存在某种关系式。例如，例 1中对落下的

硬币状态的估计就是通过求观测频率的平均值 y

来求得，它们之间的关系为

y = tr ( )Mρ （6）
式中，ρρ为量子系统状态，y是通过观测结果计算出

各个状态出现频率的平均值，M是由所定义的所有

正交基组成的测量算符。

实际在数学计算上，每一次测量值的获得就是

通过将所定义的测量算符M作用在待估计的量子

态 ρ上，计算出的随机塌缩到的某个本征态（正交

投影）上的值，即Mi ρρ，然后通过求迹运算 tr(Mρρ)，就
可得到所有观测值的平均值。在实际实验中，测量

算符M是做实验时定义的，所以是已知的；而 y值

是直接从实验装置上测量到的，也是已知的，所以

理论上根据公式（6）求逆，就可以求出密度矩阵的

估计值 ρ̂。在实际应用中，人们所选择或定义的正

交基是不同的，这样就可得到不同的测量算符，不

同情况下所获得的观测值不同，进而进行量子态的

估计过程也可能不同。可以说对量子态观测值获

取的关键在于选取或构造不同的测量算符M。

M由不同的正交基组成，正交基矢的定义或选

取不同，与之对应的测量算符M的表达式也不同。

例 1 中选取的基矢分别为 0 = [ ]1 0 T
和 1 =

[ ]0 1 T，所对应的测量算符M为：M1 = éëê
ù
û
ú

1 0
0 0 和

M2 = éëê
ù
û
ú

0 0
0 1 。除了采用 0 和 1 表示单量子位

ψ ( )a, b = a 0 + b 1 外，还可以采用其他方式来

表示。比如，采用空间坐标形式来表示一个量子位

的波函数的表达式为
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ψ ( )θ,ϕ = cos θ 0 + eiϕ sin θ 1 （7）
此时，需要确定的是 2个实参数 θ和ϕ，通过这

2个参数所确定的量子态是空间单位球面上的一

个点，并且任意一个量子纯态都可在此球面上表示

出来。单量子位可以被表示为空间三维坐标（x, y,
z）中的一个点，其中，本征态 0 的坐标为 0 =
( )sin 0 cosϕ sin 0 sinϕ cos 0 = ( )0 0 1 ，本征态 1
的 坐 标 为 1 = ( )sin π cosϕ sin π sinϕ cos π =
( )0 0 -1 ，它们分别处于 z轴 1和-1处，也就是单

位球（Bloch球）的北极和南极。

另外还可以采用水平状态 H 和垂直状态 V 作

为一组正交基矢来表示单量子态，或采用Stocks，或
泡利（Paoli）矩阵等来表示单量子态等。换句话说，

人们可以根据具体情况来选择不同的正交基矢来表

示量子态。由于这些基矢在希尔伯特空间是可以相

互转换的，例如，泡利矩阵与 0 和 1 之间的关系为

σx = 1 0 + 0 1 = ( )0 1
1 0 ， σy = i 1 0 - i 0 1 =

( )0 -i
i 0 ，σ z = 0 0 - 1 1 = ( )1 0

0 -1 。这些正交基

矢都是由 0 和 1 组合而成，最常用的采用泡利矩阵

作为正交基矢的密度矩阵的表示为

ρ = 12 ( )I + nxσx + nyσy + n z σz

= I + n·σ2 = 12 ( )1 + nz nx - iny
nx + iny 1 - nz

（8）

式中，nx，ny和 nz为 ρρ在三维空间中的坐标矢量，确

定了n=(nx, ny, nz)，就确定了密度矩阵 ρρ。

根据式（8）可以求出密度矩阵与Block矢量之

间的对应关系：对于采用 0 和 1 表示的一个混合

态密度矩阵 ρ1 = 34 0 0 + 14 1 1，有
ρ1 = 34 0 0 + 14 1 1

=
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷

3
4 0
0 1

4
= 12

æ

è

ç

ç
ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷

1 + 12 0
0 1 - 12

（9）

令式（8）与式（9）系数相等，可得 nx=0，ny=0和
nz=1/2，即n=(0, 0, 1/2)。

在实际应用中很有必要选择合适的正交基矢

表示量子态，其作用之一即简化对系统状态操控过

程中的复杂性，可看作是一种数学处理技巧。比

如，对于一个量子态进行跟踪控制，要求被控量子状

态在每个时刻与期望状态一致，而量子态本身带有

自旋。为简化跟踪的复杂度，可通过对量子态进行

一个与其自身自旋H0一致的旋转操作，即进行相互

作用变换，将量子态变换到自旋的轨道上，这样被控

量子态与其自旋同轨，就可以在跟踪的控制过程中，

不必考虑自旋的影响，如同人登上行驶的汽车后与

汽车的相对速度为0，与汽车的位置相对静止。

2 量子态波函数与密度矩阵的特性

量子态一般可被分为本征态、叠加态和混合

态，还可分为纠缠态、压缩态等。本征态即所选测

量空间的正交基组成的状态，并且所有的正交基组

成一个测量算符。单量子的本征态有 2个，采用波

函数表示分别为 0 = [ ]1 0 T
和 1 = [ ]0 1 T

；采

用密度矩阵分别表示为 ρ3 = ( )1 0
0 0 和 ρ4 = ( )0 0

0 1 ，

其测量算符为M = ( )1 0
0 1 。纯态是本征态的叠加

态，例如 ψ = 1
2 ( )0 + 1 ，该叠加态的密度矩阵

表示为 ρ5 = ψ ψ = ( )1/2 1/2
1/2 1/2 。混合态是纯态的

几率混合，例如ρ6 = 34 0 0 + 14 1 1 = ( )3/4 0
0 1/4 。

波函数只能表示纯态，密度矩阵既可以表示纯

态，也可以表示混合态。纠缠态是不可分离的叠加

态，例如，2量子位叠加的波函数

ψ1 = 1
2 ( )01 ± 10 （10a）

就是纠缠态；而 2 量子位叠加的波函数 ψ2 =
1
2 ( )00 ± 01 就是可分离的叠加态，因为它可以

分离写为 ψ2 = 1
2 0 ( )0 + 1 ；2量子位是由不

可分离叠加态组成的最大纠缠态。除了 ψ1 外，还

有一对：
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ψ3 = 1
2 ( )00 ± 11 （10b）

另一方面，由于密度矩阵 ρ = ψ ψ，它同时是

一个正定的厄密矩阵，满足 ρρ≥0，ρ† = ρ，并且 ρρ2=ρρ。

一个纯态密度矩阵满足：tr ( )ρ =∑
i

pi ψi ψ = 1，ρρ2
=ρρ，合在一起的条件满足

ρ† = ρ, ρ ≥ 0和tr ( )ρ = tr ( )ρ2 1 （11）
一个混合态密度矩阵满足

tr(ρρ)=1和 tr(ρρ2)<1 （12）
只有满足上述条件的密度矩阵才是量子态密

度矩阵，单量子位的全部状态可以采用Bloch球显

示（图 1）。图 1（b）中，单位球面上的所有点为纯

态，球内的所有点为混合态，球心为完全（或最大）

混合态。

对于密度矩阵表示特别强调的是：

1）一个本征态的密度矩阵形式一定是整个矩

阵中只有对角线上仅有一个1，其他元素全部为0。
2）一个叠加态的密度矩阵形式有 2种：（1）对

角线上多于一个元素有值，其余元素全部为 0。（2）
除了对角线上有值外，非对角线上也有值。

3）混合态的密度矩阵形式与叠加态相似。一

个密度矩阵 ρ是叠加态还是混合态，必须通过计算

其性质才能确定：tr ( )ρ =1为叠加态，tr ( )ρ <1为混合

态。

在实际应用中，为了保证能够求出同时满足所

需条件的密度矩阵，人们往往把条件同时加入到所

求的密度矩阵中，也就是求出满足归一化条件的密

度矩阵。

1）对于由波函数表示的满足纯态条件的密度

矩阵的表示为

ρ = ψ† ψ

tr ( )ψ†ψ
（13）

2）由密度矩阵表示的满足纯态条件的密度矩

阵的估计值为

ρ̂ t = ρ̂† ρ̂

tr ( )ρ̂† ρ̂
（14）

3 量子态的神经网络表示

不论是具有 1到 2个隐含层的浅层神经网络，

还是深度神经网络，用来进行量子态重构的原理都

是相似的：根据对量子态在正交基上的投影测量数

值来获得测量数据{yi}，以及该数据与波函数及其

幅方之间的关系（3）式或与密度矩阵之间的关系

（6）式选择一种神经网络，并设计其结构，包括层

数、输入层/隐含层/输出层的节点数，选择合适的

网络权值训练算法，通过有监督或无有监督的对网

络参数的训练，达到逼近波函数幅方或密度矩阵中

各参数的目标。

实际上各种不同类型的神经网络几乎都可以

用来实现对量子态参数逼近的应用，由于各种神经

网络结构上的特殊性，以及训练网络的各种快速算

法近年来不断被开发，因为对密度矩阵的重构的数

值迭代的优化算法都是对维数为 d×d密度矩阵中

的 d2个元素进行重构，由于 d=2n，所以待估计的参

数数量随着量子位数 n的增加而指数增长，极大地

制约了高量子位量子态的估计。

将神经网络应用于量子态重构的第一步就是

要弄清楚如何采用神经网络对量子态表示，也就是

神经网络输入/输出节点数的设计，以及训练样本

数据的产生。根据第 1节中所阐述的各种关系，神

经网络的量子态表示可以分为 2种：2n和 n输入节

点的神经网络表示。

3.1 2n输入节点的神经网络表示

3.1.1 神经网络输入的纯态表示

从公式（6）中测量值与量子态密度矩阵之间的

关系 y=tr(Mρρ)可以看出，M是所选定的所有正交基

图1 单量子位状态的Block球表示

（b）密度矩阵在单位球

中的表示

（a）波函数在单位球中的

表示及其位置
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组成的测量算符，y是在M对 ρ的作用下的测量值，

其物理意义为：ρ随机塌缩投影到某个正交基上的

值。现在的情况是，M是在希尔伯特空间上选取构

造的已知测量算符，y是实验获取也是已知的，根

据公式 y = tr (Mρ )，可以得到关系式：

ρ̂ = F ( )yi ( )Mi , i = 1, 2,…, 2n （15）
由式（15）可以看出，神经网络的输入数据是由

每一个Mi对应的 yi，网络输出是组成待估计密度矩

阵 ρ̂的全部元素。神经网络要达到的目标是从

yi(Mi)到 ρ̂的非线性映射，也就是训练神经网络实现

非线性函数 ρ̂ = F ( )yi ( )M i 。对于 n量子位，与重构

元素一致的完备测量次数是 d×d=2n×2n=4n。所以

神经网络的输入节点有 4n个，也就是所有的测量基

的数目。按排列顺序应当为 4n个正交基。如果将

每一次获得 yi与Mi相对应，那么所获得的测量数据

中，每 4n不同的 yi组成一组网络输入，称之为测量

向量，用 bk表示：bk=[y1, y2, …, yd×d]。每一组都是一

组完备的测量。例如，对于 2比特量子系统，总测

量次数为 d×d=4×4=16次，16次测量所对应的完备

测量算符为{Mi}={II, IX, IY, IZ, XI, XX, XY, XZ,
YI, YX, YY, YZ, ZI, ZX, ZY, ZZ}，其中，I, X, Y, Z
分别表示单位算符和泡利算符的 σσx, σσy, σσz分量，

“YZ”表示由Y, Z的直积构成的测量算符。

考虑到实际测量值中含有噪声，对每一个待测

量子密度矩阵 ρρk的测量向量 bk加上高斯噪声序列

可得

bk = vec ( )ρk + ek （16）
式中，AAk= ( )vec ( )M1 , vec ( )M2 ,…, vec ( )Md × d

†
，vec( )

表示将矩阵按列组合成1个向量。

式（16）就是利用测量算符作用在待估计的密

度矩阵上构造出的神经网络的输入样本。这样对

每一个网络输出的密度矩阵，就得到了相应的输入

样本（16），也就构成了一个神经网络训练的输入/
输出对。给输入样本 bk的每个测量值中加入高斯

噪声进行训练，也可以使网络更加鲁棒，增加网络

的抗噪能力。如果没有噪声，理论上对于具有完备

测量次数作为输入节点的神经网络，经过一组输入

的网络，甚至经过 1次训练就可能得到高性能的网

络量子态输出。

3.1.2 神经网络输出的纯态表示与生成

神经网络输出为密度矩阵 ρρ，其中包含的元素

为 d2=4n。由于神经网络的输出是对真实密度矩阵

的逼近，但不一定能满足（11）式中密度矩阵要求的

厄米矩阵、半正定性和单位迹这 3个性质，所以需

要通过对神经网络的输出 ρ̂进行归一化变换，采用

（14）式来使量子纯态满足这3个性质。

1）本征态密度矩阵为仅有对角线某一位置有

元素 1，其余位置均为 0的矩阵，所以对于一个 2量
子位本征态，先生成一个 d×d=4×4的零矩阵，然后

随机将其对角线中的一个元素置为 1，这样即得到

一个本征态密度矩阵，再结合式（16）生成 bk，即可

得到一个本征态输入/输出样本对。

2）叠加态的生成则根据式（13），其中ψψ为 d×r
的Wishart矩阵，且矩阵内各元素满足均值为 0、标
准差为 1的正态分布[8]。秩 r=1时，为叠加态密度矩

阵。当采用泡利矩阵构造的测量算符来对密度矩

阵（13）进行测量，将所有的测量结果组成向量作为

输入样本。泡利矩阵是一组 3个 2×2的幺正厄米

复矩阵，一般用希腊字母σσx, σσy, σσz表示，将单位矩

阵 I视为第零号泡利矩阵：

σx = ( )0 1
1 0 ,σy = ( )0 -i

i 0 ,
σ z = ( )1 0

0 -1 , I = ( )1 0
0 1

（17）

对于 n比特量子系统，由泡利矩阵构成的测量

算符Wi是从集合{σσx, σσy, σσz, I}中随机挑选 n个矩

阵，然后计算这些矩阵的归一化张量积组成：

W i = σ1  … σn

d
（18）

由（18）式可以得到所有完备的测量算符Mi。

给定一个测量算符Mi，对密度矩阵 ρρk的测量值 yi为

yi = tr ( )M †
i ρk = vec ( )M i

† vec ( )ρk （19）
3.1.3 混合态输入/输出样本对的生成

混合态密度矩阵的秩 r≠1，而是 r>1，所以对于

混合态，在对神经网络的输出进行归一化变换时无

法采用式（14）。此时需要先按照公式生成（13），其

AAk

53



科技导报2023，41（19）www.kjdb.org

中的 ψψ为 d×r的Wishart矩阵，令 r=d，ψψ变为 d×d的
矩阵，此时生成的 ρ为混合态密度矩阵。由于密度

矩阵是厄米矩阵，为了使最终的网络输出结果满足

密度矩阵的性质，需要对密度矩阵 ρ进行矩阵分

解：ρ = τ†τ

tr ( )τ†τ
，其中 ττ矩阵为下三角矩阵。以 2量

子位为例，三角矩阵 ττ与 ρ中各元素关系为

τ =

é
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê
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Det ( )ρ
m(1)11

0 0 0
m(1)12
m(1)11m(2)11,12

m(1)11
m(2)11,12

0 0

m(2)12,23

ρ44 m(2)11,12

m(2)11,23

ρ44 m(2)11,12

m(2)11,12
ρ44

0
ρ41
ρ44

ρ42
ρ44

ρ43
ρ44

ρ44

（20）
式中，m(1)

ij 为 ρ的一阶余子式，m(2)
ij,kl为 ρ的二阶余子

式。ττ矩阵可以用参数 t1, t2, …, t15, t16表示为

τ =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

t1 0 0 0
t5 + it6 t2 0 0
t11 + it12 t7 + it8 t3 0
t15 + it16 t13 + it14 t9 + it10 t4

（21）

神经网络的输出样本即可用 t1, t2, …, t15, t16表
示，神经网络的输入依旧按照式（16）进行生成，此

时网络仅需要输出 16个元素，为估计的 τ̂矩阵，再

通过公式：

ρ̂ t =
τ̂† τ̂

tr ( )τ̂† τ̂
（22）

就可得到满足性质的密度矩阵的估计 ρ̂ t。

以 n=2比特量子状态为例，完备的测量值 y共

有 4×4=16个，将其组成一组向量作为神经网络的

输入，网络的最后输出为估计出的密度矩阵 ρ表

示，网络输出节点数为密度矩阵的维数：d×d=22×
22，即 4×4，因为密度矩阵可以是复数，所以将密度

矩阵的实数与虚数部分分开，可以组成 2个矩阵，

然后将这 2个矩阵按列拉成向量，并组合在一起得

到 2×4×4个输出值，也就是输出层节点数为 32个，

其中实部和虚部各为 16个数据。图 2为采用前向

神经网络进行 2比特量子态估计的网络结构[9]，其

中，神经网络由2个隐含层构成，隐含层激活函数选

择对数型Sigmoid函数，输入数据采用泡利矩阵作为

测量算符的测量结果（6）组成的输入向量[y1, y2, …,
y16]T，输出层为量子态密度矩阵实部和虚部分开后，

再按列拉成的输出向量 [ρr11, ρr21, …, ρr34, ρr44, ρi11,
ρi21, …, ρi34, ρi44]T，其中下标 r代表实数，i代表虚数，

数字代表所处的行和列。

3.2 n输入节点的神经网络表示

对于 n量子位，波函数（3）中的每一个系数的

平方为状态 i 的概率，人们只要求出所有的正交基

i 的系数 ai，i=1, 2, …, 2n，就确定了一个量子态波

函数，其中正交基的位数 x1x2…xn 是 n个，由于每

一位中的值可以分别取 0或 1，所以一共可以组成

2n个本征态。Xu等[8]通过对受限玻尔兹曼机（re⁃
stricted Bolzmann machine，RBM）网络权值的训练，

逼近组成波函数基态 i 的概率分布，实现网络权值

参数对输入模式出现概率的记忆。此时神经网络

的输入节点数是 n个正交基，网络的输入数据是不

同的 2n个状态，对应得到是每一次落在相应某个状

态上的数值，就像抛硬币落下来看是正面或反面的

结果一样。多次观测结果就是对落入每一个状态

上数值的叠加，此结果做出来的曲线就是波函数在

每一个状态上的概率分布。RBM具有能够对原始

输入网络数据集的概率分布进行逼近的功能，并且

它还是通过一种无监督的方式，通过一个能量函

数，修正网络参数λλ=(b, c, W)重建数据集的概率分

图2 2比特前向神经网络重构结构
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布。RBM这种网络函数的逼近功能，使得网络的

结构从 2n个随量子位 n指数增加输入节点，减少为

n个多项式增加的输入节点，极大地减少了网络构

造的复杂度。

3.2.1 基于RBM的量子波函数纯态表示

一个由 n量子比特构成的量子波函数，是由 2n
个正交基的叠加构成，它所有正交基系数的平方之

和等于 1。采用一个具有 n个二值神经元（对应 n

个量子比特）可视层以及隐含层具有m个二值神经

元的RBM网络表示量子波函数。一个 n量子比特

的波函数 Ψ 的一般表达式为

Ψ =∑
x

Ψ ( )x x （23）
其中系数为

Ψ ( x ) = x|Ψ （24）
式中，x = σ z1,…,σ z

n 为 n量子位系统所选定的一

个参考正交基底；σ z
j ∈ { }0, 1 ，σ z

j = 0表示量子处于

自旋向上状态 0 = ( )10 ，σ z
j = 1表示量子处于自旋

向下状态 1 = ( )01 ，1 和 0 构成一个量子位的正交

完备基矢，分别对应于 Bloch矢量的沿 z轴向上和

沿 z轴向下的2个状态，称为计算基矢。

单比特量子系统参考基底 σ z1 仅包含有 1 和

0 这 2个不同的计算基矢，n比特量子系统的参考

正交基底 x 包含有 2n个不同的计算基矢，所以波

函数的系数个数，就是待估计的参数也为2n个。

利用RBM可以将一个待估计的 n量子位波函

数 Ψ 的各系数ΨΨ(x)表示为ψλλ, μμ(x)[10]：
ψλ, μ ( )x = pλ ( )x eiϕμ ( )x /2

（25）
式中，x = ( )σ z1,…,σ z

n ，σ z
j = 0或 1，pλλ(x)表示一个带

有RBM完备参数λ的波函数的振幅；Φμμ(x)表示一个

带有RBM完备参数μ的波函数的相位，Φμμ=logpμμ(x)。
RBM表示的波函数为 ψλ, μ =∑

x

ψλ, μ ( )x x 。

从（25）式中可以看出，波函数的振幅 pλλ(x)及其

相位Φμμ(x)是重构量子态的关键，它们与RBM的关

系如下：RBM网络结构如图 3所示，它是一个具有

双向连接的随机处理单元的 2层网络[11]，分别称为

可见层（visible layer）和隐含层（hidden layer），每一

层的输出是另一层的输入，其中，可见层的输入节

点数为 n，其神经元用向量 v=(v1,…, vj, …, vn)表示，

且 vj∈{0, 1}；隐含层输入节点数为m，其神经元用h=
(h1, …, hi, …, hm)表示，hi∈{0, 1}。连接 2层之间的

权重由矩阵W来描述，其中元素Wij是连接 hi到 vj之

间的权重；b=(b1,…, bn)和 c=(c1, …, cm)分别表示可见

层 v和隐藏层 h的偏置向置。RBM的完备参数由λλ

=(b, c, W)表示，所有的参数都是实数。

对于一个由可见层和隐含层状态(v, h)组成的

RBM网络，在信息双向动态流动过程中，网络中的

内部能量将逐渐减少并平衡在最小点。RBM网络

的能量函数Eλλ(v, h)可以被定义为[12]

Eλ ( v, h ) = -∑
ij

Wijhi vj -∑
j

bj vj -∑
i

ci hi （26）
式中，i∈[1, m]，j∈[1, n]。

根据Eλλ(v, h)可以得到网络状态(v, h)的联合概

率分布（玻尔兹曼分布）pλλ(v, h)为
pλ ( )v, h = 1

Zλ

e-Eλ ( )v, h
（27）

式中，Zλλ为归一化因子（也称为配分函数）：Zλ =
∑
v,h
e-Eλ ( )v, h

表示对所有可能的 v, h进行累计，一共包

含2n+m项。

由（27）式可得，可见层状态向量 v的概率分布

pλλ(v)可以通过求解在所有可能的隐藏层向量h上边

缘化联合概率分布 pλλ(v, h)获得：

pλ ( )v =∑
h

pλ ( )v, h = 1
Zλ

e-ελ ( )v
（28）

式中，ελλ(v)为有效能量：

ελ ( v ) = -∑
j

bj vj -∑
i

ln ( )1 + eci +∑i Wij vj （29）

图3 RBM网络结构
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因为归一化因子Zλλ是一个常数，所以

Zλ =∑
v,h
e-Eλ ( )v,h =∑

v,h
e-Eλ ( )v,h

（30）
对于网络特定的参数所组成的λλ=(b, c, W)，因

为同一层中各神经元不相连，所以各层神经元向量

的条件概率分布等于每个神经元的激活概率的乘

积，即

pλ ( )h∣v =∏
i = 1

m

pλ ( )hi ∣v
pλ ( )v∣h =∏

j = 1

n

pλ ( )vj∣h
（31）

各层神经元激活的概率为

pλ ( )hi = 1∣v = S ( )ci +∑
j

Wij vj

pλ ( )vi = 1∣h = S ( )bj +∑
j

hiWij

（32）

式中，函数S ( )x = 1
1 + e-x 被称为 sigmoid函数。

从（32）式可以看出：RBM的可见层和隐含层

分别含有一个 S型激活函数，对于各层的输入状态

(v, h)，RBM各层被激活的概率都是[0, 1]之间的一个

数，所以，RBM是一个具有生成[0, 1]概率功能的 2
层人工神经网络。RBM能够对原始输入网络数据

集的概率分布进行逼近，通过一种无监督的方式，

修正参数λλ=(b, c, W)来重建数据集的概率分布。

3.2.2 基于RBM的量子密度矩阵混合态表示

一个混合态的密度矩阵总可以在更大的复合

希尔伯特空间中找到纯态的密度矩阵,这个过程叫

做纯化（purification）。如果想利用RBM表示混合

态密度矩阵，可以通过对纯化后纯态的密度矩阵求

偏迹来得到想要的混合态的密度矩阵，被称为约化

密度矩阵，来得到RBM表示的混合态。

对于 n量子位的神经网络密度矩阵表示关系

定义为一个从输入投影测量的样本数据到待重构

的密度矩阵的映射 ρρθθ，其中，θθ为其关系中的所有参

数。对于由神经网络的输出描述量子态密度矩阵，

必须同时具有单位迹 trσσ{ρρθθ}=1，厄米共轭 ρθ = ρ†θ，并
且是半正定 σ|ρθ|σ ≥ 0 ,∀ σ 。这些约束条件可

以 通 过 使 用 一 个 na 辅 助 自 由 度 的 系 统 a =
(a1,…, ai,…, ana )，ai∈{0,1}，纯化其希尔伯特空间构

造神经网络来满足，na辅助自由度代表辅助系统的

量子比特数为 na，纯化得到的复合系统的波函数为

ψθ = ∑σaψθ σ ⊗ a ，其 密 度 矩 阵 为 ρσ⊕aθ =
ψθ ψθ。一个标准的采用波函数表示的量子纯态

RBM网络，包含 2层随机二进制单元，一个由计算

基矢组成输入的可见层σ,σ=(σ1, …, σj, …, σn)，σj

∈{0, 1}；一个隐藏层 h，h=(h1, …, hi, …, hm)，hi∈{0,
1}。将一个 na辅助自由度的辅助单元 a嵌入到神

经网络的隐藏层 h中，也就是将隐藏层的节点数由

m个扩大到（m+na)个，如图 4[13]所示，其中可见层表

示输入状态σ，而其他 2层分别是隐藏层 h和辅助

单元层 a[13]。采用图 4中的权值参数表示的玻尔兹

曼概率分布为 pθθ(σσ, h, a)，其中，θθ为网络参数：θθ=
{Wθθ, Uθθ, bθθ, cθθ, dθθ}；Wθθ, Uθθ为网络权重；bθθ, cθθ, dθθ为网

络的偏置。为了表示纯化后系统的纯态波函数，需

要 2组RBM网络分别表示振幅和相位，对此，使用

2组参数 θθ=λλ或 μμ定义复合系统的量子态；λλ, μμ分
别描述振幅和相位，即有λλ={Wλλ, Uλλ, bλλ, cλλ, dλλ}和μμ=
{Wμμ,Uμμ, bμμ, cμμ, dμμ}。

由神经网络表示的玻尔兹曼概率分布为

pθ ( )σ, h, a = ehTWθ σ + a⊤Uθ σ + b⊤θ σ + c⊤θ h + d⊤θ a （33）
通过在隐藏变量h对概率分布 pθθ(σσ, h, a)求和，

可以获得描述复合（纯）系统的分布 pθθ(σσ, a）为

pθ ( )σ, a = e∑j log ( )1 + eW [ i ]
θ σ + c[ i ]θ + aTUθ σ + bTθ + dTθ a （34）

式中，W [ i ]
θ
和 c[ i ]θ 表示权重矩阵和偏置向量的第 i行，

θθ=λλ或μμ。

由此可以得到纯化后的量子态波函数 ψψλμλμ(σσ,
a)为

ψλμ ( )σ,a = Z - 12
λ pλ ( )σ,a eiϕμ ( )σ,a （35）

图4 RBM的网络结构及各参数变量表示
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其中，ϕμμ(σσ, a)=logpμμ(σσ, a)/2；Zλ =∑
σa

pλ ( )σ, a ，是一

个常数。

通过求辅助系统的偏迹 ρλμ = tra{ }ψθ ψθ 就

能直接获得神经网络表示的待求密度矩阵元素 ρλμλμ
(σσ, σσ')：

ρλμ ( )σ,σ' =∑
z

ψλμ ( )σ, a ψ*λμ ( )σ', a （36）
式中，ψ*λμ ( )σ', a 为ψλμ ( )σ, a 的共轭复数。

由于辅助单元嵌入在网络的潜在空间中，可以

精确地执行（36）中等式中的求和，获得

ρλμ ( )σ,σ' = Z -1
λ ρ͂λμ ( )σ,σ' （37）

式中，ρ͂λμ ( )σ,σ' 为归一化之前矩阵，ρλμ ( )σ,σ' 为

归一化之后的密度矩阵，ρ͂λμ ( )σ,σ' 的矩阵元素为

ρ͂λμ ( )σ,σ' = eΓ[ + ]λ ( )σ,σ' + iΓ[ - ]μ ( )σ,σ' + Πλμ ( )σ,σ'

Γ[ ± ]θ ( )σ,σ' = 12 (∑i log ( )1 + eW [ i ]
θ σ + c[ i ]θ ±

)∑
i

log ( )1 + eW [ i ]
θ σ' + c[ i ]θ + b⊤θ ( )σ ± σ'

Πλμ ( )σ,σ' =∑
k

log (1 + exp éëê12 U [ k ]
λ ( )σ + σ' +

)ùûúi
2 U [ k ]

μ ( )σ - σ' + d [ k ]λ

以及 θθ=λλ或μμ。

（37）式就是最终所要求的密度矩阵 ρ͂λμ ( )σ,σ'
表达式。

考虑一个由正实系数组成的 2量子比特波函

数，其波函数是由2n=22=4，也就是4个基矢的叠加组

成，采用RBM表示波函数的网络输入节点为n=2；波
函数为 ψ =∑

x

ψλ ( )x x ，其中 x=00，01，10，11。对

于给定一个由 Ising的基态波函数组成的波函数的

估计，就是对一个 Ψ = a1 00 + a2 01 + a3 10 +
a4 11 中 4个系数 ai，i=1, 2, 3, 4的估计。网络输入

数据由{0，1}构成，为选择基底 x 下的投影测量得

到的测量结果，理论上无穷多次的测量数据组成 n
量子位波函数所有本征态系数的概率分布。通过

训练RBM网络中权值与偏置参数，可以在给定的

有限次的输入数据下，RBM通过无监督训练，达到

对网络输入数据集概率分布的逼近。

通过网络设计与训练，前向神经网络、深度自

编码器、生成对抗网络以及递归网络等都具有数据

自生成以及概率模拟等功能，可以借助于RBM进

行量子态的表示，之后就可以结合各深度学习网络

所具有的功能与特点，采用合适的算法对网络的权

值进行训练来达到对量子态重构的目标。以RBM
为例，为了衡量输入数据的预测概率分布和真实分

布 之 间 的 距 离 ，RBM 使 用 KL 散 度（Kullback-
Leibler divergence）度量 2个分布的相似性。KL散
度测量的是 2条曲线的非重叠区域或是发散区域，

RBM的优化算法尝试最小化这些区域，所以当共

享权重与第 1个隐藏层的激活值相乘时就可以得

出原始输入的近似。RBM的快速学习算法，就是

对比散度（contrastive divergence，CD）算法。对比

散度是用来计算梯度（该斜率表示网络权重与其误

差之间的关系）的方法，该算法中通过预训练学习

数据，获得 v0初始值后，只需要进行吉布斯采样

（Gibbs sampling）1到 2次，就能够完成最后的概率

逼近。

4 结论

采用神经网络对量子态估计，有可能将 2n的计

算复杂度减少为 n多项式的计算复杂度，从而减少

训练网络时间，加快收敛速度，提高逼近精度。本

文根据波函数和密度矩阵不同的数学和神经网络

的表示，以及各自所具有的特性，推导出相应神经

网络输入/输出之间的非线性映射关系，为采用神

经网络进行量子态估计提供了数学上的网络函数

关系以及网络训练用数据生成的设计理论。
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Mathematical and neural networks representations of quantum states

AbstractAbstract With wide application of deep learning, applications of data self-generation and probability simulation of neural
network models in quantum state reconstruction and estimation have attracted people's attention. In this paper, from various
mathematical representations of quantum states, we derive different representations of quantum states in neural networks.
Nonlinear mapping relationships between input/output on corresponding neural network structures are deduced from the
relationship between different physical variables of quantum state. This work provides a theoretical design basis of network
function relationship and data generation for using different types of neural network models to realize quantum state estimation
by means of their own data self-generation and probability simulation function.
KeywordsKeywords quantum state; neural network representation; probabilistic simulation; density matrix reconstruction ●
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