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基于谱位移格式的复杂切口功能梯度板
自由振动等几何分析
杨少伟 1，孙贤波 1，蔡志勤 1*，卢海龙 1，杨志勋 2

摘要 为分析具有复杂切口的功能梯度板自由振动响应，基于一种新的准三维高阶剪切变

形理论（谱位移格式）的等几何分析方法被用来预测带切口板的动力特性。谱位移格式将未

知位移场展开为厚度方向上特殊形式的切比雪夫级数，具有精度高，以及避免剪切闭锁问题

的特性，对薄厚板的分析具有很好的通用性。利用达朗贝尔原理和虚功原理推导了功能梯

度板自由振动的控制方程，并利用等几何方法对方程进行离散和求解。通过对数值算例的

计算，以及与现有参考结果的比较，证明了提出的分析方法能够准确有效地分析具有复杂切

口的功能梯度板自由振动问题。
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功能梯度材料是一种多相材料，具有成分和材

料性能随体积变化而变化的特性[1]。功能梯度板具

有高刚度、高强度、轻质量，以及耐磨性好、隔热性

强等特点，在海洋工程业、船舶业、航空航天业、建

筑业和医疗设备等众多领域得到广泛应用[2]。在实

际应用中，例如，在船舶和海洋结构中，为了减轻质

量或者应对通风、检查、机械连接等需求，通常在功

能梯度板上引入复杂切口[3]。切口的存在会改变结

构整体或部分的力学性能，从而导致动态稳定性的

丧失。因此，为了结构的有效设计和安全，对复杂

切口的功能梯度板进行动力学分析是十分必要的。

在机械或热载荷作用下，简单边界条件下无切

口板响应的封闭形式解很容易获得。然而，当在板

上开孔后，切孔引入新的无牵引力边界，导致解析

解很难获得，需要各种数值、实验方法来分析这种

有切口板。相应的数值方法包括有限元法[4]、有限
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样条法[5]、扩展有限元法[6]、广义微分正交有限元

法[7]、变分微分正交法[8]、无网格法[9]和等几何分

析[10]。其中，等几何分析（IGA）是一种新颖的数值

方法[11]，它可以实现几何建模和数值模拟的无缝衔

接。能够精确地描述复杂切口形状，减小数值误

差，同时还可以轻易地满足任意阶连续性要求，在

板壳等结构单元的构造上优势明显。

用于功能梯度板振动分析的剪切变形理论可

分经典板理论（CPT）、一阶剪切变形理论（FSDT）、

高阶剪切变形理论（HSDT）、准三维剪切变形理论

（quasi-3D）和三维弹性理论[12-13]。由于计算成本高

和结构特性上的不吻合，三维弹性理论较少地被使

用。二维板理论中，CPT由于忽略了剪切效应而仅

对薄板提供可接受的分析结果。FSDT考虑了剪切

效应，同时将 CPT的 C1连续性要求降低到 C0连续

性要求，然而 FSDT需要利用剪切校正因子（SCF）
来校正剪切应变分量，确定剪切校正因子则十分复

杂。HSDT具有考虑剪切变形，以及不用计算剪切

因子的特性，然而大多数HSDTs忽略了厚向拉伸

效应对响应的影响，Carrera等[14]论证了厚向拉伸效

应对功能梯度（FGM）板壳响应分析的重要性，其通

过多组对比发现，厚向拉伸效应在功能梯度中厚板

壳和厚板壳的计算中至关重要，他们还发现，对于

夹芯板壳，即便是薄板的情况也必须考虑厚向拉伸

效应。

考虑厚度拉伸效应的准三维理论相继被提出，

Carrera等[14]提出了Carrera统一公式（CUF），CUF将
所有位移分量用泰勒级数展开，通过不同的截断数

使得其能够分层细化以接近任何级别的精度。Ze⁃
nkour[15]利用正弦函数发展了功能梯度板的准三维

理论。Matsunaga[16-17]将面内和横向位移利用幂级

数展开构造了准三维理论。Neves等[18-20]提出了混

合多项式和非多项式的准三维剪切变形理论，面内

位移利用非多项式位移场展开，面外位移利用多项

式位移场展开，以此构造了多种准三维剪切变形理

论。Mantari等[21]提出了一般公式，可以利用多项

式、混合或三角函数推导多种准三维理论，还优化

了基于 tangential的准三维剪切变形理论的未知数

个数[22]。Thai等[23]利用 sinusodial构造了一种 5个未

知数的准三维剪切变形理论，主要思路是将横向位

移分为弯曲、剪切、厚度影响 3个部分，采用类似思

路的还有 Thai等[24]、Hebali等[25]、Bessaim等[26]、Ben⁃
noun等[27]构造的准三维剪切理论。黎梦真[28]提出

了一种统一模型，根据横向位移和横向剪应变的类

型，可以方便地对各种位移场进行分类。准三维理

论是高阶剪切变形理论的一种修正，基于此得到的

响应分析结果通常比高阶剪切变形理论更准确。

利用准三维剪切变形理论对带复杂切口功能

梯度板自由振动分析的研究十分有限，Van Do等[29]

利用只包含 4个未知量的简化准三维理论研究了

数种带有复杂切口功能梯度板的自由振动。

Huang等[30]利用三维弹性理论研究了不同边界条件

下带有圆孔的矩形板的自由振动。Yin等[31]利用水

平集（level sets）的方法处理等几何图形上的切口，

分析了复合材料薄板的振动和屈曲。Tran等[32]利

用 6个变量的准三维理论、Thai等[33]利用 4个未知

变量的准三维理论、Nguyen等[10]利用三维弹性理

论、Zang等[34]利用等几何尺度边界有限元法分析了

带有心型切口的功能梯度板的自由振动。钟锐

等[35]利用一阶剪切变形理论等几何方法对功能梯

度开孔平行四边形板进行了自由振动分析。对复

杂切口的描述不精确，以及采用精度不够的准三维

剪切变形理论常常影响到振动分析的精度。

本研究提出一种新的基于准三维剪切变形理

论的等几何高精度方法来分析具有复杂切口的

FGM板的自由振动。该准三维变形理论称为谱位

移格式（SDF），其将未知位移场利用 Chebyshev多
项式展开，和 CUF一样，具有层级细化能力，能使

分析结果和三维基准解完美吻合，相较于很多准三

维理论，其精度得到进一步提高。同时，其是 CPT
的拓展，可以避免CUF遇到的剪切闭锁问题，因此

对薄板、厚板都具有很好的通用性[36-37]。

1 谱位移格式和控制方程离散

1.1 功能梯度板

考虑如图 1所示的功能梯度（FGM）板，其中面

位于 oxy平面中，厚度为 h。假定 FGM板由陶瓷和
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金属在厚度方向按如下幂律混合制成[13]。
vc = (1/2 + z/h )g
vm = 1 - vc, z ∈ [ ]-h/2,h/2 （1）

其中 vc和 vm分别为陶瓷和金属的体积分数，g为梯

度指数[13]。

由混合定律，FGM板中各处的等效材料属性

可表示为[13]

( )E, ν, ρ = ( )Ec , νc , ρc vc + ( )Em, νm, ρm vm （2）
其中E、ν和 ρ分别为等效弹性模量、泊松比和质量

密度，Ec、νc和 ρc及Em、νm和 ρm分别为陶瓷和金属的

相应材料属性。

1.2 谱位移格式和积分控制方程

采用第 1类 Chebyshev多项式作为谱基底[37]，

将FGM板的位移场在厚度方向展开为如下谱级数

形式

u = u0 +∑
i = 1

M

A i ( )z u i + ∑
i = M + 1

N

A i ( )z u i （3）
其中 ui为广义位移，M和N分别为横向和面内位移

展开截断数，M≤N；且
u0 = [ ]u0,ν0,0 T, A i ( )z = diag [ ]ki ( )z ,ki ( )z ,k'i ( )z

u i = {[ ]ui - wi - 1, x,vi - wi - 1,y,wi - 1
T, 1 ≤ i ≤ M

[ ]ui,vi,0 T, ( )M + 1 ≤ i ≤ N
（4）

其中,{ }ui
N

i = 0、{ }νi
N

i = 0和{ }wi

M - 1
i = 0 为广义位移分量，仅

为面内坐标(x,y)的函数，{ }ki ( )z
N

i = 1是省略了常数项

的谱基底，( )'表示求一阶导数，k'i ( )z 为放缩的第 2
类 Chebyshev多项式，( ),x和( ),y则分别表示对面内

坐标 x和 y求偏导。相应无限小应变场[38]可写为

ε = ε0 +∑
i = 1

M

B i ( )z ε i + ∑
i = M + 1

N

B i ( )z ε i （5）

其中，εε=[εxx,εyy,εzz,γyz,γxz,γxy ]T，εεi为广义应变，且

ε0 = [ ]u0,x,ν0,y0,0,0,u0,y + ν0,x T

B i ( )z = diag [ ]ki ( )z ,ki ( )z ,k''i ( )z ,k'i ( )z ,k'i ( )z ,ki ( )z

ε i =
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

[ ui,x - wi - 1,xx,νi,y - wi - 1,yy,wi - 1,νi,ui,ui,y
]+νi,x - 2wi - 1,xy
T , 1 ≤ i ≤ M

[ ]ui,x,ui,y,0,νi,ui,ui,y + νi,x T, ( )M + 1 ≤ i ≤ N

（6）

( )''表示求二阶导数。考虑完整的三维弹性本

构[38]，由Hooke定律，应力场可表示为

σ = Dε = Dε0 +∑
i = 1

M

DB i ( )z ε i + ∑
i = M + 1

N

DB i ( )z ε i
D = é

ë
êê

ù

û
úú

Dn 03 × 3
03 × 3 Ds

, ( )Dn
ij
= λ + 2μδij, ( )Ds = μδij

（7）

其中，σσ=[σxx, σyy, σzz, σyz, σxz, σxy]T，λ=Eν/(1+ν)/(1-2ν)
和μ=E/(1+ν)/2为Lamé参数，δij为Kronecker符号。

FGM板自由振动的积分控制方程可写为∫
ν
δεTσdν = ∫

ν
δuT ( )-ρü dν （8）

结合式（3）~式（7），式（8）可整理为二维格式∫
Ω
δε͂TDε͂da = ω2 ∫

Ω
δu͂TΛu͂da （9）

其中，D͂和ΛΛ分别为模量阵和惯量阵，ω为简谐振

u͂ = { }u0
⋮
uN

, ε͂ = { }ε0
⋮
εN

, Λ =
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

Λ00 ⋯Λ0N
⋮ ⋱ ⋮
Λ0N ⋯ΛNN

,

D͂ =
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

D͂00 ⋯ D͂0N
⋮ ⋱ ⋮
D͂0N⋯ D͂NN

( )Λ00,Λ0j,Λ ij = ∫
-h/2

h/2
(I3 × 3,A j ( )z ,

)A i ( )z A j ( )z dz, 1 ≤ i,j ≤ N
( )D͂00, D͂0j, D͂ ij =
∫
-h/2

h/2
( )D,DB j ( )z ,B i ( )z DB j ( )z dz, 1 ≤ i,j ≤ N

{Λ ji = ( )Λ ij

T

D͂ ji = ( )D͂ ij

T' ∀i, j ∈ [ ]0,N

（10）

1.3 等几何离散

上述位移场中包含作为广义位移的偏导数，数

值分析中应至少采用 C1连续的离散化基底，等几

图1 功能梯度板
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何分析方法能够满足任意阶次的连续性要求，本文

采用等几何分析中的NURBS基底对积分控制方程

进行离散。

给定由二维 NURBS基底表示的 FGM板中面

几何模型[37-40]

Ω = { }x = ( )x,y | x ( )ζ =∑
é ùi = 1

Q

xé ùi Ré ùi ( )ζ , ζ = ( )ζ,η ∈ Ω
（11）

其中，é ùi 为字典序，xé ùi 为几何控制点，Ω为板中面Ω

在二维参数空间中的映射。Ré ùi 为二维 NURBS基
底，将其继续用于位移场面内离散可得

q ( )ζ =∑
é ùi = 1

Q

qé ùi Ré ùi ( )ζ （12）
其中，q=[u0, …, uN, v0, …, vN, w0, …, wM-1]T为板位移

场的基本未知场，qé ùi 为控制向量，且

u͂ ( )ζ = ∑
é ùi = 1

Q

Ué ùi ( )ζ qé ùi

ε͂ ( )ζ = ∑
é ùi = 1

Q

Eé ùi ( )ζ qé ùi

（13）

其中，Ué ùi 和 Eé ùi 均为稀疏矩阵，元素表达式可见

Yang等相关文章[37]。

将式（13）代入式（9）并整理，可得 FGM板自由

振动分析的离散化控制方程

∑
é ùj = 1

Q

K
é ùi é ùj

q
é ùj
= ω2 ∑

é ùj = 1

Q

M
é ùi é ùj

q
é ùj
,

∀ é ùi ∈ [ ]1,Q M
é ùi é ùj
= ∫

Ω
U T

é ùi ΛUé ùj
Jad a

（14）

其中，Mé ùi é ùj 为块一致质量阵。

式（14）可进一步写为整体形式，即

Kd = ω2Md （15）
其中，整体矩阵和向量，即刚度阵K、质量阵M、基

本未知控制向量 d分别由 K
é ùi é ùj、Mé ùi é ùj、qé ùj 依照既定

标量字典序[41]，通过简单的逐块组装过程得到。

NURBS基底的局部支撑性将保证结构矩阵K

和M的稀疏性[39]。

2 数值结果和讨论

为验证本研究所提出基于谱位移格式的等几

何分析方法在带复杂切口功能梯度板自由振动分

析中的准确性和通用性，对 3种带复杂切口形状的

功能梯度板进行了自由振动分析，所有算例中，均

采用 4阶 NURBS基底，面内单元内采用(p+1)(q+1)
全高斯积分点策略[39]，厚度方向的积分点数依赖于

梯度指数值，由被积函数的多项式阶数确定，见式

（10）。由于NURBS基函数一般不具有插值特性，

利用罚方法施加边界条件和片耦合[42-43]，根据数值

试验，边界条件罚系数取相关单元刚度阵最大元素

值的 104倍，SDF截断数选取M=5，N=6。算例中涉

及的组分材料属性列于表 1。代码由 MATLAB
9.10编译，运行在 Intel(R) Core (TM) i7-9750H CPU
（2.60GHz），Win10 64位操作系统，32GB RAM 12
线程的计算机上。

2.1 四花瓣型切口方板

考虑具有对称性的四花瓣型切口 Al/ZrO2方
板，等几何模型如图 2所示。该模型由 8个NURBS
片组成，构成网格的结点线由红色实线表示，控制

点以蓝色实心点表示。材料属性如表 1所示。为

便 于 观 察 和 比 较 ，定 义 以 下 无 量 纲 响 应 ω̄ =
ωL2 ρc Ec h，其中L是方板边长，h为方板厚度。

当厚度 h=0.5时，表 2、表 3列出了四花瓣型切

口方板在不同梯度指数下的无量纲自然频率结果，

并与基于简化准三维理论的等几何结果[29]进行了

对比，可以看出，结果与参考解符合得很好，考虑到

表1 陶瓷和金属材料属性

材料类型

Al
ZrO2

杨氏模量E/GPa
70
270

泊松比 ν

0.3
0.3

密度ρ/（kg·m-3）

2702
5700

图2 四花瓣型切口方板的NURBS中面模型

d=10, c=5, r=2
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表2 Al/ZrO2四花瓣型切口方孔板简支边界下的自振无量纲频率

模型

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

方法

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

g=0.5
9.1810
9.2237
11.4340
11.3248
12.0950
12.1483
12.0960
12.1483
15.4490
15.5151
31.1750
31.3071
32.1130
31.7984
32.1130
31.7984
36.6720
36.8398
36.6730
36.8398

g=1
8.9700
8.9712
11.2260
11.2260
11.8170
11.8174
11.8170
11.8174
15.0930
15.0930
30.4550
30.4747
31.5280
31.5279
31.5280
31.5279
35.8250
35.8549
35.8250
35.8549

g=5
9.1430
9.1462
10.5920
10.5926
11.9760
11.9782
11.9760
11.9782
15.2280
15.2291
29.7480
29.7487
29.7490
29.7487
30.8000
30.8208
36.1210
36.1513
36.1210
36.1513

g=10
9.1210
9.1252
10.3800
10.3813
11.9410
11.9445
11.9410
11.9445
15.1760
15.1802
29.1550
29.1559
29.1550
29.1559
30.7040
30.7292
35.9960
36.0342
35.9960
36.0342

g=100
8.5360
8.5385
10.1100
10.1104
11.2160
11.2188
11.2170
11.2188
14.2970
14.3002
28.3960
28.3955
28.3960
28.3955
28.8790
28.9036
33.9250
33.9612
33.9250
33.9612

表3 Al/ZrO2四花瓣型切口方孔板固支边界下的自振无量纲频率

模型

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

方法

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

g=0.5
25.3510
25.5210
25.4250
25.5943
25.4370
25.5943
25.5110
25.6685
58.3280
58.6841
59.3040
59.6692
59.3620
59.6692
60.5200
60.8314
74.3300
74.6406
74.6470
74.9656

g=1
24.7640
24.8262
24.8360
24.8985
24.8490
24.8985
24.9220
24.9718
56.9700
57.1435
57.9200
58.1055
57.9850
58.1055
59.1120
59.2403
72.5850
72.7272
72.8980
73.0464

g=5
24.9170
24.9864
24.9810
25.0449
25.0050
25.0449
25.0590
25.1041
56.7990
56.9669
57.6890
57.8851
57.8070
57.8851
58.8590
58.9689
71.8300
72.0209
72.1810
72.3125

g=10
24.8220
24.8980
24.8870
24.9551
24.9130
24.9551
24.9650
25.0129
56.5350
56.7166
57.4160
57.6283
57.5430
57.6283
58.5830
58.7048
71.4420
71.6679
71.8050
71.9566

g=100
23.4330
23.4939
23.4950
23.5563
23.5120
23.5563
23.5720
23.6194
53.6885
53.8532
54.5540
54.7430
54.6360
54.7430
55.6670
55.7932
68.1730
68.3420
68.4760
68.6322
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2.2 三花瓣型切口方板

考虑具有对称性的三花瓣型切口 Al/ZrO2方
板，等几何模型如图 5所示，其中 d=10，c=4，r=2。
该模型有 9个 NURBS片组成，定义以下无量纲响

应-ω = ωL2 ρc Ec h

当厚度 h=0.5时，表 4、表 5列出了三花瓣型切

口方板在不同梯度指数下的无量纲自然频率结果，

并与基于简化准三维理论的等几何结果[29]进行了

对比，可以看出，本研究结果与参考解符合得很好。

从表中可以看到，相较于简支边界条件，固支边界

条件下自振频率变大。另外，梯度指数对固有频

率影响较小。

图3 简支边界下，Al/ZrO2四花瓣型切口方板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（c）Mode 3 （d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6
图4 固支边界下，Al/ZrO2四花瓣型切口方板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（c）Mode 3 （d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6

图5 三花瓣型切口方板的NURBS中面模型

结构的对称性，本研究给出的计算结果更加合理。

例如，在固支边界条件下，当 g=0.5，本研究方法计

算的固有频率结果体现出了结构的对称性。从表

2中还可以看出，梯度指数会明显改变结构固有频

率，尤其会改变同频固有频率出现的阶次，例如，在

简支边界条件下，g=0.5时，7阶和 8阶固有频率相

等，g=5时，6阶和7阶固有频率相等。

图 3、图 4展示了当 g=1时，简支边界条件和固

支边界条件下板相应的前 6阶自振模态（h/L=
0.05）。通过图 3、图 4可以看出边界条件影响了前

6阶振型形状。
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表4 Al/ZrO2三花瓣型切口方孔板简支边界下的自振无量纲频率

模型

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

方法

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

g=0.5
7.4410
7.4307
10.7700
10.8206
12.0970
12.1262
17.0780
16.9645
20.2810
20.4598
24.6430
24.7128
31.2920
31.1245
31.8660
32.1359
33.4820
33.4461
38.7940
38.5162

g=1
7.2690
7.2260
10.5220
10.5264
11.8180
11.7941
16.7670
16.8168
19.8130
19.9039
24.0750
24.0420
30.7210
30.8590
31.1320
31.2625
32.7080
32.5473
38.0880
38.1790

g=5
7.4060
7.3632
10.6640
10.6694
11.9680
11.9455
15.8200
15.8680
20.0630
20.1606
24.3440
24.3180
28.9890
29.1197
31.3720
31.5149
33.0270
32.8656
35.9400
36.0262

g=10
7.3880
7.3459
10.6330
10.6394
11.9310
11.9111
15.5040
15.5515
20.0010
20.1033
24.2670
24.2458
28.4100
28.5390
31.2600
31.4127
32.9190
32.7653
35.2220
35.3073

g=100
6.9160
6.8760
9.9880
9.9931
11.2140
11.1932
15.1010
15.1455
18.8000
18.8911
22.8280
22.8045
27.6700
27.7941
29.4740
29.6095
30.9970
30.8528
34.3020
34.3844

表5 Al/ZrO2三花瓣型切口方孔板固支边界下的自振无量纲频率

模型

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

方法

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

g=0.5
18.3520
18.3257
20.7680
20.8216
27.5190
27.7334
35.9300
36.2596
37.2880
37.4559
46.2000
46.1927
47.3520
47.7286
54.5660
54.5977
61.6020
61.4117
62.8010
63.0656

g=1
17.9290
17.8212
20.2890
20.2524
26.8830
26.9801
35.0990
35.2860
36.4260
36.4499
45.1300
44.9582
46.2550
46.4575
53.3000
53.1510
60.1700
59.8036
61.3430
61.4071

g=5
18.1310
18.0183
20.4440
20.4035
27.0910
27.1716
35.2120
35.3779
36.5080
36.5246
45.1640
44.9740
46.2240
46.4017
53.2040
53.0313
59.8910
59.4913
61.0160
61.0484

g=10
18.0740
17.9621
20.3720
20.3338
26.9960
27.0765
35.0720
35.2412
36.3600
36.3832
44.9740
44.7948
46.0230
46.2078
52.9680
52.8087
59.6080
59.2257
60.7220
60.7690

g=100
17.0030
16.8991
19.2090
19.1743
25.4540
25.5394
33.1660
33.3373
34.4050
34.4308
42.5970
42.4382
43.6310
43.8197
50.2520
50.1152
56.6560
56.3129
57.7410
57.8024

图 6、图 7展示了当 g=1时，不同边界条件下板

对应的前 6阶自振模态（h/L=0.05）。从图中可以看

出，边界条件对该板振型影响明显。
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2.3 四花瓣型切口圆板

考虑具有对称性的四花瓣型切口 Al/ZrO2圆
板，等几何模型如图 8所示，其中 d=10，r=2。该模

型有 8个NURBS片组成，为便于观察和比较，定义

以下无量纲响应-ω = ωD2 ρc Ec h，其中D为圆

板的直径，h为圆板厚度。

表 6列出了固支边界的四花瓣型孔圆板在不

同梯度指数和厚度下的无量纲基频结果，并与基于

简化准三维理论的等几何结果[29]进行了对比，可以

看出，本研究结果与参考解非常吻合。随着板厚度

的增加，该板的基础频率显著下降。而梯度指数对

基础频率的影响不太明显。

当厚度 h=0.5时，表 7、表 8给出了基于本研究

提出方法得到的不同梯度指数下前 10阶的自振无

量纲频率，本研究结果体现出了板的对称特性，可

作为后续分析的基准解。可以看出，边界条件的改

变对自振频率的影响巨大。

图 9、图 10展示了当 g=1时，不同边界条件下

相应的前 6阶自振模态（h/D=0.05）。可以看出，边

界条件的改变使得该结构的振型发生显著变化。

图6 简支边界下，Al/ZrO2三花瓣型切口方板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（c）Mode 3 （d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6
图7 固支边界下，Al/ZrO2三花瓣型切口方板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（c）Mode 3 （d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6

图8 四花瓣型切口圆板的NURBS中面模型
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（c）Mode 3

表6 Al/ZrO2四花瓣型切口圆孔板固支边界下的无量纲基频

h/D
0.02

0.04

0.08

0.1

0.2

0.3

方法

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

Quasi-3D IGA[29]
Present

g=0.5
43.0932
43.5820
41.0441
41.5819
35.9988
36.4731
33.5662
33.9088
24.2619
23.8424
18.6473
17.8210

g=1
42.1749
42.3645
40.1587
40.4528
35.2061
35.5514
32.8209
33.0822
23.7186
23.3369
18.2425
17.4778

g=5
42.8777
43.0986
40.4377
40.7805
34.7164
35.0823
32.0726
32.3394
22.5266
22.1356
17.1256
16.3621

g=10
42.7067
42.9882
40.2549
40.6414
34.5229
34.8879
31.8823
32.1271
22.3712
21.8991
16.9975
16.1415

g=100
39.9654
40.2803
37.9092
38.3069
32.9550
33.3399
30.6137
30.8883
21.8791
21.4598
16.7447
15.9446

表7 Al/ZrO2四花瓣型切口圆孔板固支边界下的

自振无量纲频率

模型

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

g=0.5
40.3737
40.4340
40.4340
40.4950
77.4748
78.8658
78.8658
80.7403
94.8802
99.8410

g=1
39.2968
39.3563
39.3563
39.4163
75.4983
76.8588
76.8588
78.6926
92.4931
97.3418

g=5
39.4069
39.4557
39.4557
39.5049
74.8898
76.1779
76.1779
77.9136
91.1684
95.8001

g=10
39.2526
39.3003
39.3003
39.3485
74.5192
75.7972
75.7972
77.5201
90.6563
95.2539

g=100
37.1238
37.1753
37.1753
37.2274
70.9793
72.2335
72.2335
73.9248
86.6973
91.1839

表8 Al/ZrO2三花瓣型切口方孔板简支边界下的

自振无量纲频率

模型

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

g=0.5
7.7114
12.8022
12.8022
18.2521
21.8564
23.1504
25.1830
25.1830
34.0262
35.7363

g=1
7.5023
12.4610
12.4610
17.7781
21.6448
22.9532
24.9611
24.9611
33.1252
35.4135

g=5
7.6419
12.5663
12.5663
17.8242
20.4293
21.6573
23.5537
23.5537
33.4170
33.4297

g=10
7.6236
12.5253
12.5253
17.7589
20.0202
21.2277
23.0849
23.0849
32.7498
32.9922

g=100
7.1372
11.8030
11.8030
16.7998
19.4942
20.6772
22.4836
22.4836
31.3830
31.8943

图9 简支边界下Al/ZrO2四花瓣型切口圆板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6
图10 固支边界下Al/ZrO2四花瓣型切口圆板

前6阶振动模态

（a）Mode 1 （b）Mode 2

（c）Mode 3 （d）Mode 4

（e）Mode 5 （f）Mode 6
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3 结论

在 1阶剪切变形理论中，中面挠度和旋转角度

作为各自独立的自由度，当板变的极薄时，场不一

致性会导致剪切闭锁现象发生，而经典板理论未采

用这种基本设定，能够自然地避免剪切闭锁问题。

谱位移格式是经典板理论的拓展，也继承了经典板

理论避免剪切闭锁问题的优点。三维弹性本构方

程的使用使得谱位移格式考虑了厚向拉伸效应，结

合Chebyshev多项式能用较小截断数高精度近似目

标函数的谱收敛特性，保证了该剪切变形理论的高

精度特性。同时等几何方法能够精确地描述复杂

几何，减小离散误差，这使得本方法的精度得到进

一步保证。通过数值算例结果可得到以下结论。

1）基于谱位移格式的等几何方法在计算带有

复杂切口功能梯度板时具有有效性和通用性。当

复杂切口有对称性时，本文方法所得结果能呈现明

显的对称特征，反映出计算结果的准确性。

2）厚度变化、边界条件改变对带复杂切口功

能梯度板的自由振动模态有显著影响，梯度指数改

变也会影响带有复杂切口功能梯度板的自振频率，

同时会影响相同固有频率出现的阶次。

通过讨论，证明本研究提出的方法的准确性，

其具有分析非线性振动、强迫振动的潜力。后续还

可以开展减少未知量个数，以及进一步提升计算效

率方面的研究。
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Isogeometric analysis for free vibration of functionally graded plates
with complex cutouts using spectral displacement formulation

AbstractAbstract This paper aims to analyze the free vibration response of functionally graded plates with complex cutouts. An
isogeometric analysis method based on a novel quasi-three-dimensional higher-order shear deformation theory called the
spectral displacement formulation (SDF) is employed to predict the free vibration characteristics of the plates. The SDF can deal
with the three-dimensional elasticity solution and naturally avoid the shear-locking problem, making it suitable for plates with
varying thicknesses. The governing equations for free vibration of the plates are derived using the D'Alembert principle and the
principle of virtual work, and the equations are discretized using isogeometric method. The results of several numerical examples
are compared with existing reference solutions. It is concluded that the proposed analysis method can accurately and effectively
analyze the free vibration of functionally graded plates with complex cutouts.
KeywordsKeywords functionally graded plate; cutout; spectral displacement formulation; isogeometric analysis; free vibration ●
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