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论大数据代数（BDA）：大数据科学与
工程的分析方法
WANG Yingxu1,2,3，靳瑾2

摘要 大数据科学和系统的基础研究推动了大数据数学理论的产生。本文引出大数据科学

和工程的一种严格分析方法：大数据代数（BDA）从提取各种大数据系统的共同模式中形式地

导出大数据科学的数学模型。BDA揭示了任何大数据系统是一种超越传统纯数字的新型递

归类型化超结构（RTHS）。基于大数据的递归超结构，创建了一组严格的代数算子，用于对大

数据系统的建模、分析、综合和认知学习。这一基础研究建立了一个大数据科学的理论架构，

其为解释大数据的原理和性质及其在大数据工程中的形式推理提供了一个方法论基础。
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大数据是人类社会信息时代的代表性现象之

一[1-21]。数据科学和信息科学用于量化的数域曾经

不断扩展，经历了从二进制数（BB）、自然数（NN）、整

数（ZZ）、实数（RR）、复数（CC）、模糊数（FF），到超结构

数（HH，简称超数）的演化[17,22-24]。超数HH是数域在大

数据时代跨越计算机科学、信息科学、认知信息学、

计算智能、云计算和社交网络的最新扩展[22,25]。大

数据科学的基础研究在近期有两个基础发现 [19]：

（1）大数据的数域已越出了传统的RR域和与其相

适用的数学分析工具的能力；（2）基于HH的大数据

概念模型可表达为一个递归类型化n-元组。这些

基础研究揭示了大数据科学和工程对传统基于数

字计算的理论和方法的挑战以困难所在。

定义 1 大数据（big data）是有别于无类型离

散数字的超大规模异构类型化超结构（hyperstruc⁃
ture）[22,25]，其复杂性涵盖数据的量和质、多样性、存
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储、检索、提取、计算、语义认知、维护和处理。

本文探讨一般大数据系统及其处理的数学基

础、基本方法和大数据代数的形式理论。大数据的

基本特征是非结构化、异构、单调增长、非描述性、

混合/模糊语义，且一致性随时间衰减[19,26]。由于这

些固有的复杂性和极大规模的多维超结构对象，不

但大数据处理的各个方面和阶段均面临前所未有

的问题，而且大数据科学的理论和大数据工程的方

法也面临全新的挑战。

1 大数据系统的数学模型与超结构
体系
大数据是广泛起源于科学、工程、经济和社会

领域大规模异构数据的复杂系统[6,27-32]。本节在类

型理论和递归超结构的基础上建立一组大数据系

统的数学模型。

1.1 大数据的超结构论域

大数据科学的数学结构的整体性质和公理可

以通过对大数据系统的抽象模型归纳而得出。这

一形式方法从研究抽象数据和大数据系统的论域

开始。

定义 2 大数据的论域（the universe of dis⁃
course），U是一个6-元组

U≙（E, T, Q, R , V , H） （1）
式中，E为一实体和/或其可测量属性的有限集；T

为E的类型或性质集；Q 为E上的一量化标度集；

R 为一量化关系集(Q ×E)或限定关系集(E ×T)；V

为一类型化的值集Q ×E ×T→V | ，其中 | 表示

一个类型后缀；H为一超结构集E ×V ×T。

论域U揭示一般大数据比任何传统数据更加

复杂、多维、异构和结构化。在U的基础上，将大数

据系统的数学模型将被形式化引出，分为基本（2
维）和一般（n维）大数据模型。

1.2 大数据的类型理论

从计算的角度来看，数据的一个重要抽象属性

是它们的类（type）或形态。在类型理论中[22, 33-39]，类

决定了某一形态数据的域、单位和被允许的操作。

一个类型系统指定了所有数据对象类的建模和操

作规则 [18, 35, 38-39]。在一给定完备类型系统中，任何

数据对象都可以被指定到一个类型或一个有限类

型集的约束。每种类都是一个集合，其中所有数据

对象共享一组公共属性、域约束和预定义操作。类

可以分为基本和复杂类型。前者是一组最简原始

类型，其不能被进一步约减；而后者是由基本类型

按照一定的类规则组合而成的混合类型。

定义3 数据对象O是一个有指定类T的变量

v，v ∈ V⊂P ⊏ ，其由类型约束 μv（T）限制以便将

此一般类T通过子域裁剪T" 转化为一给定问题的

特定类T’，即
O ≙ <v: |T μv（T）=T\T"=T′> （2）

式中，PV 表示V 的一个幂集；μv（T）=T\T"=T′将一

般数域V 中的T裁剪成问题域V p中的子集T′，即 v

|T′ = v|T \v |T"。
定义 4 大数据的类型系统 T 是一组基本类

型Tp和复杂类型Tc的集合[25]，即

T ≙ Tp∪Tc

={NN，ZZ，RR，SS，LL，BB，HHx，PP} （3）
∪{T, SM, TX, A, F, V, T, D, TM, Bir}

式中的基本数据类型Tp分别表示诸如自然数（NN）、

整数（ZZ）、实数（RR）、字符串（RR）、逻辑变量（LL）、字

节（BB）、十六进制数（HHx）和指针（PP）类型。复杂数

据类型Tc包括诸如任意类（T）、结构模型（SM）、文

本（TX）、音频（A）、照片（F）、视频（V）、时间（T）、日

期（D）、日期-时间（TM）和知识（Bir)。
一般认为，大数据是一种可以通过类型化元组

进行形式化描述的超结构[31]。

定义 5 数据和数量的超结构类型是一个类

型化的n元组， |τn ，其在满足一定约束条件 T′
i 下，

将 n个数据对象封装在异构类 Ti（1≤i≤n）的超结

构中，即

|τn ≙ æ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1Oi|SM = æ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 < vi:T′
i|T′

i =Ti \T"
i > （4）

式中，R
n

i = 1Si
表示一个重复结构或迭代行为[40]；T′

i 是

对标准类型 Ti 的一个类型约束。

数域的类型约束广泛用于指定用户定义或问

题相关的类型。其是大数据建模中用于构造或细

化数据类型的一般方法。

48



科技导报2020，38（3） www.kjdb.org

1.3 基本大数据系统的数学模型

定义 6 基本大数据系统（BDS）的数学模型

Θ2 = Rn
i = 0R

m

j = 0dij|T0 j 是论域U中的一个二维n×m类型化

超结构，其中数据元素 dij|T0 j 由类型后缀 |T指定，

可以是任意一种定义在T 中的基本或复杂类型，即

Θ2 ≙ R
n

i = 0R
m

j = 0dij|T0 j

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ0 e1|T01 e2|T02 ⋯ em|T0m

κ1 d11|T01 d12|T02 ⋯ d1m|T0m

κ2 d21|T01 d22|T02 ⋯ d2m|T0m
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
κn dn1|T01 dn2|T02 ⋯ dnm|T0m

（5）

式中，R
n

i = 0κi|SM 中的每一行表示一个称作为结构模

型 ( )|SM 的类型化元组，而 R
m

j = 0ej|T0 j 中的每一列代

表一个具有特定类型 ( )|T0 j 的域[30]。

值得注意的是，在如定义6所示基本大数据数

学模型 Θ2 中的第 0行 θ0是一个特殊的类型化元

组，τn|SM 称为BDS的模式。模式 θ0指定BDS各数

据域的结构和约束类。BDS数学模型中采用的类

后缀 |T可用于定义任意类型的大数据，以便满足

容纳广泛异构数据的需求。

例1 给定一个有100万用户和7个数据域的社

交网络大数据系统BDS1。其二维大数据模型的形式

结构 Θ2( )BDS1 可以根据定义 6进行严格描述如式

（6）所示。其中结构模式 θ0( )BDS1 = (ID|N, UName|S,
)GName|S, Text|T, Voice|A, Photo|F, Video|V 中 的 7

个域分别代表识别号 ( )|N 、用户名 ( )|S 、组名 ( )|S 、

文本数据 ( )|T 、语音数据 ( )|A 、照片数据 ( )|F 、和视

频数据 ( )|V 。Θ2( )BDS1 中所示的每一大数据记录

都受公共模式 θ0( )BDS1 的约束。

Θ2( )BDS1 = R
1000000

i = 0 R
7

j = 0dij |Tj

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ0( )BDS1 ID|N UName|S GName|S Text|T Voice|A Photo|F Video|V
κ1 0000001 John G0001 Rt0000001|T Ra0000001|A Rp0000001|F Rv0000001|V
κ2 0000002 Judy G0301 Rt0000002|T Ra0000002|A Rp0000002|F Rv0000002|V
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ1000000 1000000 Mike G1806 Rt1000000|T Ra1000000|A Rp1000000|F Rv1000000|V
（6）

定义 7 大数据结构Θ的关键字域 κi0( )Θ |SM
是Θ中第0列包括所有自然数索引的一个向量，用

以指定每行数据记录的标识符 R
n

i = 1di0|T0 ，即

R
n

i = 1κi|N ≙ R
n

i = 1κi0( )Θ|SM |N = Rn
i = 1di0|T0

= ( )d00|N, d10|N, d20|N, ..., dn0|N （7）
基于Θ的关键字域模型及其所对应的数据域，

可以唯一地确定一个大数据系统的整体结构和数

据配置空间。

定义8 大数据系统的结构范式，SΘ是一个在

其关键字集和数据记录集之间的笛卡尔映射，它决

定 Θ( )BDS 中所有数据对象共享的模式 θ0( )BDS

及其类型约束，即

SΘ ≙ Rn
i = 1κi0|SM × Rm

j = 1θ0 j|SM （8）
例 2 如例 1所给大数据系统 Θ2( )BDS1 的结

构范式SΘ可由定义8确定为

SΘ( )BDS1 ≙ R
n

i = 1κi0|SM × Rm
j = 1θ0 j|SM

= R
1000000

i = 1 κi|N ×{IDi
|N, UName|S,
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GName|S, Text|TX, Voice|A,
}Photo|F, Video|V

引理1 在U上一个基本大数据系统 Θ( )BDS

中的任何数据对象 dij|T0 j 的定位，可以由一对索引

( )i|N, j|N 所表示的一个指针精确地确定，即

ρe( )dij|T0 j ≙Θ( )i, j |P → dij|T0 j （9）
证明 引理 1中的元素定位算子 ρe( )dij|T0 j 可

以根据 Θ( )BDS 的二维类型化矩阵结构的性质证

明，即

∀i|N ∈ [ ]1, n ∧ j|N ∈ [ ]1, m ∧ dij|T0 j ⊏Θ,
ρe( )dij|T0 j |P = addrΘ( )dij|T0 j |P （10）

=Θ( )i, j |P → dij|T0 j

推论1 在U上对Θ( )BDS 中的复杂数据对象

的定位，诸如行定位 ρr( )dij|Tij 、列定位 ρc( )dij|Tij 、子

域定位 ρω( )dij|Tij 和整体定位 ρΩ( )dij|Tij ，可以通过

迭代引用式（9）所给的元素定位算子 ρe( )dij|Tij 有效

地实现，如式（11）所示。

1）Row allocation:
ρr( )di0 j|T0 j ≙ R

m

j = 1 ρe( )di0 j|T0 j

= R
m

j = 1 [ ]Θ(i0| i0 ∈[1,n], j)|P →Θ(i0| i0 ∈[1,n], j)|T0 j

2）Column allocation:
ρc( )di j0|T0 j ≙ R

n

i = 1 ρc( )di j0|T0 j

= R
n

i = 1 [ ]Θ(i, j0| j0 ∈[1,m])|P →Θ(i, j0| j0 ∈[1,m])|T0 j

3）Subrange allocation:
ρω( )dis js|T0 j ≙ R

n2

is = n1
R
m2

js =m1
ρe( )dis js|T0 j

= R
n2

is = n1
R
m2

js =m1
[ ]Θ(is, js)|P →Θ(is, js)|T0 j

4）Layout allocation:
ρΩ( )dij|T0 j ≙ R

n

i = 1R
m

j = 1 ρe( )dij|T0 j

= R
n

i = 1R
m

j = 1[ ]Θ(i, j)|P →Θ(i, j)|T0 j （11）
证明 对U中任给 Θ( )BDS ，因为引理 1所给

元素定位算子 ρe( )dij|Tij 可以寻址 4个范畴内的任

一数据单元, 所以推论1可以通过迭代地应用引理

1逐一证明。

1.4 一般大数据系统的数学模型

在U中如式（5）所定义的基本大数据系统模型

Θ2可扩展到一般的 n维类型化超结构大数据系统

Θn。

定义 9 大数据系统的一般数学模型 为

Θ
q = R

n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0…R
nq

iq = 0di1i2...iq|Ti1i2...iq 。该模型在U中任何 q维

异构数据可被形式化描述成一个 q维的递归类型

化超结构（RTHS），即
Θ

q ≙ R
1

k = qΘ
k( )Θk - 1

= R
n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0…R
nq

iq = 0di1i2...iq|Ti1i2...iq （12）

= R1
k = q

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
θk

0 ek1|Tk
01 ek2|Tk

02e2 ⋯ ekm|Tk
0m θ k - 1

0 |P
κk

1 τk
11|Tk

01 τk
12|Tk

02 ⋯ τk
1m|Tk

0m κk - 1
1 |P

κk
2 τk

21|Tk
01 τk

22|Tk
02 ⋯ τk

2m|Tk
0m κk - 1

2 |P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
κk

n τk
m1|Tk

01 τk
m2|Tk

02 ⋯ τk
mn|Tk

0m κk - 1
m |P

式中，R
m

j = 1κ
k
j |SM = ( )τk

1|Tk
01, τk

2|Tk
01, ..., τk

m|Tk
01 表示通过

指针 θk - 1
0 |P 递归链接到大数据系统 R

n

i = 1κ
k - 1
i |SM 中低

层结构的一个类型化元组。

通过对比定义 6和定义 9，可见二维基本大数

据模型Θ2是一般大数据模型Θn的一个特例。一般

大数据模型Θn( )BDS 中的元素除了终端层外都是

一个类型元组，而基本大数据模型 Θ2( )BDS 中的

元素是一个终端数据对象。因此，根据定义 9，对
于给定 Θ0( )BDS ，任何前者均可以通过有限步转

变为后者。

例3 在例1的基础上建立一给定社交网络的一

般大数据模型 Θ3( )BDS2 ，其中 Θ0 = R
1000000

i = 0 R
4

j = 0dij|T0 j 。

按照定义9，该问题的解是将Θ2( )BDS1 分层细化为

一个3层一般大数据模型，如式（13）所示：
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Θ3( )BDS2 = R1
k = 3

Θk( )Θk - 1 , Θ0 = R
1000000

i = 0 R
4

j = 0dij|T0J

= R
n0

i0 = 0 R
n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0
di0i1i2|Ti0i1i2

=Θ3( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ 3
0( )BDS2 ID|N UName|S GName|S θ 2

0|P
κ3

1 0000001 John G0001 κ2
1|P

κ3
2 0000002 Judy G0301 κ2

2|P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ3
1000000 1000000 Mike G1806 κ2

1000000|P

⇓Θ2( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ 2
0( )BDS2 Rec#|N TStamp|TM Size|B θ1

0|P
κ2

1 0000001 TM1 S1 κ1
1|P

κ2
2 0000002 TM2 S2 κ1

2|P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ2
1000000 1000000 TM1000000 S1000000 κ1

1000000|P

（13）

⇓Θ1( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ1
0( )BDS2 Text|T Voice|A Photo|F Video|V
κ1

1 Rt0000001|T Ra0000001|A Rp0000001|F Rv0000001|V
κ1

2 Rt0000002|T Ra0000002|A Rp0000002|F Rv0000002|V
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ1
1000000 Rt1000000|T Ra1000000|A Rp1000000|F Rv1000000|V

式中，Θ3( )BDS2 的每一层自顶向下通过指针 θk - 1
0 |P

链接到下一层，以使任一 k层被递归地细化 ( )⇓ 为

一个基本二维结构。在 Θ3( )BDS2 中，其顶层设定

为 Θ3
0( )BDS2 ，并通过 θ 2

0|P 将其链接到下一层的二

维结构 θ 2
0( )BDS2 。第二层对 θ 2

0( )BDS2 进行细化，

并通过 θ1
0|P 将其链接到下一层 θ1

0( )BDS2 。然后，

第一层将 Θ1( )BDS2 表示为在第 0层给出的一组终

端数据对象Θ0( )BDS2 = R
1000000

i = 0 R
4

j = 0dij|T0j 。

大数据系统的一般数学模型Θn 可以用递归层

次结构清晰和严格地表达任意n维大数据结构，其

中每一层都是一个统一的二维基本子结构Θ2。例3
显示大数据系统Θn 不再是简单的纯数字一维或二

维结构，而是一个递归类型化的超结构（RTHS），其
可分解为一组层次化链接的二维结构Θ2。Θn 不但

揭示了大数据的RTHS数学实质, 而且为现实世界

中任何复杂大数据系统的建模和分析提供了一种

严格、通用、灵活、高效的层次细化方法。该理论也

为大数据在H域中的数学分析奠定了基础。

2 大数据代数的数学框架

在数学、计算和数据工程中已经探讨了一系列

对大数据的各种操作，诸如关系、数值、计算、组成、

推理、数据库和知识库操作。然而支撑大数据科学

的数学理论是指称数学（denotational mathemat⁃
ics）[17]，它不但把经典的逻辑、概率和统计数学手段

从实域（R）扩展到递归超结构（H）, 并把大数据工

程操作从数值处理扩展到基于数据的信息提取（大

数据代数[19]）、知识生成（概念代数[41]和语义代数[42]）

与智能生成（推理代数[2,35]）。指称数学为大数据分

析中的形式推理提供了一套完整的数学结构和操

作方法 [43-44]，以实现从大数据到全信息、新知识和

高智能的有效转换和升华。
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大数据代数提供了一个指称数学框架, 用于

通过形式化的建模，分析和综合操作及其规则对

BDS进行严格地操纵。大数据代数视任何BDS为
一个如式（12）所定义的一般大数据系统数学模型

的实例。大数据代数将任何复杂BDS的操作转化

为一个或一组形式化的代数运算。

定义 10 大数据代数BDA是通过严格代

数运算操纵形式大数据系统 Θ( )BDS 的一个指称

数学结构，其可表示为U中的一个三元组，即

BDA≙ ( )Θ,•,
= ( )Θ,( )•m,•a,• s , （14）

式中，代数运算符•= ( )•m,•a,• s 代表 BDS上的

一组建模、分析和综合算子。

定义11 BDA的代数算子•BDA是对大数据系

统 Θ( )BDS 的一组形式算子，包含 2种建模算子

•m 、5种分析算子 •a 和4种综合算子 •h ，即:
•BDA ≙ ( )•m,•a,• s

=
ì

í

î

ïï
ïï

•m ={ }Ωθ( )Θ , ΩØ( )Θ //建模算子

•a ={ }α( )Θ ,γ( )Θ ,σ( )Θ ,τ( )Θ ,δ( )Θ //分析算子

• s ={ }ι( )Θ , λ( )Θ , ϖ( )Θ , ψ( )Θ //综合算子

（15）
式中，建模算子包括模式设定 Ωθ( )Θ 和BDS初始化

ΩØ( )Θ 。分析算子包括系统赋值 α( )Θ 、检索

γ( )Θ 、选择 σ( )Θ 、定时 τ( )Θ 和微分 δ( )Θ 。综合

算子包括归纳 ι( )Θ 、演绎 λ( )Θ 、积分 ϖ( )Θ 和均衡

ψ( )Θ 。

BDA的框架结构如图 1所示，其 11个代数算

子按定义11归类在3类操作之中。在图1中，一个

BDS 的结构由 Θ( )BDS |SM 表示，其中类型后缀

|SM 表示一个超结构模型。BDA提供了一种对复

杂大数据集和复杂知识库的严格操纵。它可以作

为BDS建模、设计、规范、分析、综合、改进、验证和

降低处理复杂性的有效手段。

图1 大数据代数（BDA）的体系结构

3 大数据代数的系统建模算子

由定义 6、定义 9所给出的BDS数学模型揭示

了在大数据工程中创建和规范复杂大数据系统的

一般形式方法。任何复杂BDS的规范设计和描述

可由下列BDA建模算子来实现。基于第 2节所建

立的BDA的数学框架，本节描述用于BDS体系结

构配置操作的一组建模算子。

定义 12 在 U中对 BDS的建模操作算子•m

是对Θ( )BDS 的模式设定 Ωθ 和初始化 Ω∅ 操作：
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•m ≙{ }Ωθ, Ω∅ （16）
3.1 BDA系统模式设定算子

定义 13 在U中对基本 Θ( )BDS 的模式设定

算子 Ωθ( )Θ ，根据式（17）指定所给BDS的架构模式

θ0( )Θ |SM，即

Ωθ( )Θ ≙ θ0( )Θ |SM =Θ(i0|||| i0 = 0,R
m

j = 0 j)|T0 j

= æ
è
ç

ö
ø
÷R

m

j = 0( )e0 j|T′
0 j| e0 j: = id0 j|S ∧T′

0 j: = μ0 j( )T0 j

= ( )θ0|S, id01|T′
01, id02|T′

02, ..., id0m|T′
0m

（17）
式中，id0 j|T′

0 j 表示一指定元组中特定域的标识符，

其域范畴受限于由 μ0 j( )T0 j 表示的与问题相关的

类型后缀 T′
0 j 。

例 4 重 用 例 1 中 建 立 的 大 数 据 系 统

Θ1( )BDS1 ，其模式 θ0( )Θ1 |SM 可根据定义 13创建如

下：

Ωθ( )Θ1 = θ0( )Θ1 |SM
=Θæ

è
ç

ö
ø
÷0, Rm

j = 0( )id0j|T′
0 j = μ0 j( )T0 j

= æ
è
ç

ö
ø
÷R

7

j = 0id0 j|T′
0 j

= (θ0( )BDS1 |S, ID|N, UName|S, GName|S,
)Text|TX, Voice|A, Photo|F, Video|V

上述对基本BDS的数据对象的模式设定算子

可以扩展到一般 BDS Θ
q( )BDS

q
上的操作。

定义14 在U中对一般Θ
q( )BDS 的模式设定

算子 Ω
q

θ ( )Θ
q
，可根据式（18）自顶向下分层递归设

定该BDS的一组架构模式 R
1

k = qθ
k
0( )Θk |SM，即

Ω
q

θ ( )Θq ≙ R
1

k = qθ
k
0( )Θk |SM

= R1
k = q
æ
è
ç

ö
ø
÷R

m

j = 0( )e0 j|Tk′
0 j| ek0 j: = idk

0 j|S ∧Tk′
0 j: = μk

0 j( )Tk
0 j

= R1
k = q
é
ë

ù
û( )θk

0|S, idk
01|Tk′

01, idk
01|Tk′

01, ..., idk
0m|Tk′

0m ,
Tk′

0 j: = μk
0 j( )Tk

0 j （18）
式中，idk

0 j|Tk′
0 j 是第 k层的第 j域的给定标识符，其特

定类型后缀受 μk
0 j( )Tk

0 j 约束。

例 5 如例 3中给出的大数据社交网络系统

BDS2的形式模型 BDS2|Θ3
可以根据定义 14被分层

递归创建如下：

Ω 3
θ ( )BDS2|Θ3

2 ≙ R
1

k = 3[ ]θk
0( )Θ3

2 |SM
= R1

k = 3
é
ë

ù
û( )θk

0|S, idk
01|Tk

01, idk
01|Tk

01, ..., idk
0m|Tk

0m

= R4
i3 = 0 R

4

i2 = 0 R
4

i1 = 0ei3i2i1
|
|
|Tk

i2i3i1

= θ 3
0( )Θ3

2 |SM = R4
i3 = 0ei3|Tk

i3

= ( )θ 3
0( )Θ3

2 |S, ID|N, UName|S, GName|S, θ 2
0( )Θ3 |S

⇓ θ 2
0( )Θ3

2 |SM = R4
i2 = 0ei2|Tk

i2

= θ 2
0( )Θ3

2 |S, Rec#|N, TStamp|TM, Size|B, θ1
0( )Θ3 |S

⇓ θ1
0( )Θ3

2 |SM = R4
i1 = 0ei1|Tk

i1

= ( )θ1
0( )Θ3

2 |S, Text|TX, Voice|A, Photo|F, Video|V
该一般 BDS 的规范算子表示一个演绎过程

( )⇓ ，其中BDS的每一层均可自顶向下指定。

3.2 BDA系统初始化算子

定义 15 在U中对基本 Θ( )BDS 的初始化算

子 Ω∅( )Θ ，预设Θ 为一组给定的初始值 ∅ij|T0 j，其

各个域的类型对应于其架构模式 θ0( )Θ |SM 的规范

限定，即

Ω∅( )Θ ≙ R
n

i = 1 R
m

j = 1( )dij|T0 j: =∅ij|T0 j , T0 j ∈ θ0( )Θ |SM
= Rn

i = 1 R
m

j = 1Θ( )i, j |T0 j: =∅ij|T0 j （19）
式中每一 ∅ij|T0 j 在 θ0( )Θ |SM是一对应于给定类型

的空值，即 ∅ij|T′
0 j ∈{ }N, Z, R, S , L , B, Hx, P = ″

{ }0, 0, 0, ″, F, 0, 0, ∅ 。

例6 基于例 3中得到的模式 θ0( )Θ1 |SM，大数

据系统BDS1的形式模型Θ1( )BDS1 可以根据定义15
进行初始化如下：

Ω∅( )Θ1( )BDS1 = R
1000000

i = 1 R
7

j = 1( )dij|T0 j: =∅ij|T0 j ,
T0 j ∈ θ0( )Θ1 |SM

R
1000000

i = 1 (di1|N: = 0, di2|S: = ″, di3|S: = ″, di4|TX: =′′,
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)di5|A: = ( )0, 0 , di6|F: = ( )0, 0 , di7|V: = ( )0, 0, 0
其中的复杂数据类型可由式（3）所给基本类型导出，

即 A|SM =B× T, F|SM =B×B，和 V|SM =B×B× T。
上述对基本BDS的数据对象的初始化算子可

以扩展到一般 BDS Θq( )BDS
q
上的操作。

定义16 在U中对一般 Θq( )BDS 的初始化算

子 Ω
q

∅( )Θq
，设定一组递归的二维结构 R

n

i = 1 R
m

j = 1d
k
ij|T k

0 j

为对应的初始值 R
n

i = 1 R
m

j = 1∅k
0 j|T k

0 j，其各个域的类型

|T k
0 j 对应于其架构模式 θk

0( )Θk |SM 在第 k层的限定，

即

Ωq

∅( )Θq ≙ R
1

k = qΩk

∅( )Θk

= R1
k = q
é
ë
ê

ù
û
úR

n

i = 1 R
m

j = 1( )dk
ij|T k

0 j: =∅k
0 j|T k

0 j ,|T k
0 j ∈ θk

0( )Θk |SM

= R1
k = q
é

ë
ê

ù

û
úR

n

i = 1 R
m

j = 1Θk( )ik, jk |T k
0 j: =∅k

ij|T k
0 j, ∅k

ij

|
|
||T k

0 j ∈ R
m

j = 1∅k
0 j|T k

0 j

（20）
式中，dk

ij|T k
0 j 是Θq 中第 k层二维数据的第 i行和第 j

列。

例7 基于例5中得到的模式 θ0( )Θ3
2|SM ，大数

据社交网络系统BDS2的形式模型Θ3
2( )BDS2 可以根

据定义16被分层初始化如下:
Ω 3

Ø( )BDS2|Θ3
2 = R1

k = 3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úR

1000000

i = 1 R
||θk0

j = 1( )dk
ij|T k

0 j: =∅k
0 j|T k

0 j ,
T k

0 j ∈ θk
0( )Θ3

2 |SM

= R
1000000

i = 1 R
4

j = 1Θ3
2( )BDS2

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

d3
i1|Ti1 = ID|N: =∅|N = 0

d3
i2|Ti2 =UName|S: =∅|S = ''

d3
i3|Ti3 =GName|S: =∅|S = ''

d3
i4|Ti4 =Record|θ1

2: =∅|θ 2
0

⇓ R
1000000

i = 1 R
4

k = 1Θ2
2( )BDS2

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

d2
i1|Ti1 =Rec#|N: =∅|N = 0

d2
i2|Ti2 = TStamp|TM: =

∅|YYYY:MM:DD:hh:mm:ss:m
d2

i3|Ti3 = Size|B: =∅|B= 0
d2

i4|Ti4 =Content|θ 2
2 : =∅|θ1

0

⇓ R
1000000

i = 1 R
4

p = 1Θ1
2( )BDS2

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

d1
i1|Ti1 = Text|TX: =∅|TX = ''

d1
i2|Ti2 = Voise|A: =∅|A

= ( )0, 00:00:00
d1

i3|Ti3 =Photo|F: =∅|F = ( )0, 0
d1

i4|Ti4 = Video|V: =∅|V
= ( )0, 0, 00:00:00

4 大数据代数的分析算子
基于前文所建立的BDA的数学框架和范例，

本节导出一组对大数据系统的基本分析算子，以实

现BDA的演绎操作。任何对BDS的复杂分析操作

均可表示为这些基本BDA分析算子的代数组合。

定义 17 BDA 的分析算子 •a 是在 U中对

Θ( )BDS 的一组演绎操作，用于对大数据对象在

BDS中的定位和分析，即

•a ≙{ }α( )Θ , γ( )Θ , σ( )Θ , τ( )Θ , δ( )Θ （21）
式中，各算子分别代表赋值、检索、选择、定时和微

分。

4.1 BDA数据赋值算子

在如引理1和推论1所描述的超结构数据域的

基础上，数据对象赋值是向一个在给定层和/或域

的大数据对象写入相应类型化数据的操作。

定义18 在U中对基本BDS的单一数据元素

的赋值算子 αe( )Θ ，将一给定类型的值 v|T 赋予

由 一 对 索 引 ( )i0, j0 所 指 定 的 目 标 数 据 元 素

di0, j0|T0 j =Θ( )i0, j0 |T0 j，即

αe( )Θ ≙Θ( )i0, j0 |T0 j0: = v|T ,
iff T0 j0 =T∧ i0 ∈ [ ]1, n ∧ j0 ∈ [ ]1, m （22）

式22所给单一数据元素的赋值算子可以推广

到对BDS的整体或局部大数据系统的赋值。

定义19 在U中对基本BDS的数据对象赋值

算子 αr/c/ω( )Θ ，可分为行赋值 αr

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0,R

m

j = 1 j 、列赋值

αc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 和子域赋值 αω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j ，其可通

过迭代应用式（22）所给单一数据元素的赋值算子
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αe( )Θ( )i0, j0 实现，即

αr/c/Ω( )Θ ≙
ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

αr

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0, R

m

j = 1 j ≙ R
m

j = 1αe( )Θ( )i0, j

= Rm
j = 1{ }Θ( )i0| i0 ∈ [ ]1, n , j |T0 j: = vj|Tj ∈ R

m

j = 1vj|Tj

αc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 ≙ R
n

i = 1αe( )Θ( )i, j0
= Rn

i = 1{ }Θ( )i, j0| j0 ∈ [ ]1, m |T0 j0: = vi|Tj0 ∈ R
n

i = 1 vj|Tj0

αω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j ≙ R
nk

i = 1 R
mk

j = 1αe( )Θ( )i, j

= R
nk

i = 1 R
mk

j = 1
ì
í
î

ü
ý
þ

Θ( )i, j |T0 j: = vij|Tj ∈ R
nk

i = 1 R
mk

j = 1vij|Tj

（23）
大数据系统的整体赋值算子等效于将式（23）

的子域赋值扩展到各子域的最大值。整体赋值算

子也等效于用 vij|T0 j 取代定义 19中所给DBS初始

化算子 Ω∅( )Θ 中的 ∅ij|T0 j。反之，Ω∅( )Θ 亦可通过

整体赋值算子来实现，即 Ω∅( )Θ 是当 vij|T0 j =
∅ij|T0 j 时 αΩ

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, R
m

j = 1 j 的一个特例。

例 8 设 i0 = 1000000, j0 = 2, v|T2 =Mike|S，赋

值给在例 1中所创建的数据对象 Θ1( )BDS1 可以根

据定义19操作如下:
α( )Θ1( )BDS1 =αe( )Θ1( )i0| i0 = 1000000, j0| j0 = 2

=Θ1(1000000, 2)|S: = v|S
=Θ1(1000000, 2)|S: =Mike|S

上述对基本BDS的数据对象的赋值算子可以

扩展到对一般 BDS Θq( )BDS
q
上的操作。

定义20 在U中对一般 BDS Θq( )BDS
q
的数据

对象赋值算子 α
q

r/c/ω( )Θq
，可分为元素赋值 αe( )Θ( )i, j

（式（22））、行 赋 值 αk
r

æ
è
ç

ö
ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷ik0, R

mk

jk = 1 j
k 、列 赋 值

αk
c

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

ik = 1i
k, j k0 和子域赋值 αk

ω

æ
è
ç

ö
ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

nk

ik = 1i
k, R

mk

jk = 1 j
k ，其

可通过迭代导出到一系 q层自顶向下的基本操作

R
1

k = qα
k
e/r/c/ω( )Θk

q ，即

α
q

e/r/c/Ω( )Θq ≙ R
1

k = q
αk

e/r/c/Ω( )Θk
q

=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

R
1

k = qα
k
r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷ik0, R

mk

jk = 1 j
k ≙ R

1

k = q
é
ë
ê

ù
û
úR

mk

jk = 1α
k
e( )Θ( )ik0, jk

= R1
k = q R

mk

jk = 1
é
ë
êΘk

q
æ
è
ç

ö
ø
÷ik0

|
| ik0 ∈ [ ]1, nk , j

k |T0k jk

ù

û
úú: = v

ik0 j
k|Tjk

∈ ìí
î

ü
ý
þ

R
1

k = q R
mk

jk = 1vk jk|Tjk

R
1

k = qα
k
c

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

ik = 1i
k, j k0 ≙ R

1

k = q
é

ë
êê

ù

û
úúR

nk

ik = 1α
k
e( )Θ( )ik, j k0

= R1
k = q R

nk

ik = 1
é
ë
êΘk

q
æ
è
ç

ö
ø
÷ik, j k0|| j k0 ∈ [ ]1, mk

|
|
|T0k j k0

ù

û
úú: = v

ik j k0
|
|Tj k0

∈ ìí
î

ü
ý
þ

R
1

k = q R
nk

ik = 1vkik
|
|Tj k0

R
1

k = qα
k
ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ΘR

nk

ik = 1i
k, R

mk

jk = 1 j
k ≙ R

1

k = q
é

ë
êê

ù

û
úúR

nk

ik = 1 R
mk

jk = 1α
k
e( )Θ( )ik, jk

= R1
k = q R

nk

ik = 1 R
mk

jk = 1
é
ëΘk

q( )ik, jk |T0k jk

ù

û
úú: = v

ik jk|Tjk
∈ ìí
î

ü
ý
þ

R
1

k = q R
nk

ik = 1 R
mk

jk = 1vik jk|Tjk

（24）
当子域赋值的行和列的范围扩展到最大时，其即转

化为对一般BDS的整体赋值 R
1

k = qα
k
ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ΘR

nk

ik = 1i
k, R

mk

jk = 1 j
k 。

例9 将一组特定类型值赋予一个如例3所示

的一般BDS Θ3
2( )BDS2 ,可以根据定义 20逐层迭代

操作如下：

α3
Ω( )Θ3

2( )BDS2 = R
1

k = 3α
k
e( )ik0, j k0

= R
1

k = 3Θk
2æè
ç

ö
ø
÷ik0

|
| ik0 ∈ [ ]1, nk , j

k
0
|
| j k0 ∈ [ ]1, mk

|
|T0 j k0: = vk|Tk，其中

v3|T3 =Mike|S,v2|T2 = 1023|B,and v1|T1 =Rt1000000|TX
=Θ3

2æè
ö
ø

i30
|
| i30 = 1000000, j 30|| j30 = 2 |S =Θ3

3( )1000000, 2 |S: =Mike|S
⇓Θ2

2æè
ö
ø

i20
|
| i20 = 1000000, j 20 || j20 = 3 |B =Θ2

3( )1000000, 3 |B: = Size|B
⇓Θ1

2æè
ö
ø

i10
|
| i10 = 1000000, j10|| j10 = 1 |S =Θ1

3( )1000000, 1 |TX
: =Rt1000000|TX
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4.2 BDA数据检索算子

根据引理 1和推论 1，数据对象在BDS中的检

索是基于超结构中的数据元素的定位操作所实现

的。大数据对象检索算子是数据对象赋值算子的

逆操作, 用于对BDS的只读提取。

定义21 在U中对基本BDS的数据对象的检

索算子 γe/r/c/ω( )Θ ，用于由一对索引 ( )i|N, j|N 所指定

的数据对象的只读提取操作。其可分为元素检索

γe

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0,R

m

j = 1 j 、行 检 索 γr

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0,R

m

j = 1 j 、列 检 索

γc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 和子域检索 γω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j ，即：

γe/r/c/ω( )Θ ≙
ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

γe( )Θ( )i0, j0 ≙ v|T: =Θ( )i0| i0 ∈ [ ]1, n , j0| j0 ∈ [ ]1, m |T0 j0

γr
æ
è
ç

ö
ø
÷Θæ

è
ö
ø

i0, R
m

j = 1 j ≙ R
m

j = 1γe( )Θ( )i0, j
= Rm

j = 1
é
ë

ù
û

vj|Tj: =Θ( )i0| i0 ∈ [ ]1, n , j |T0 j

γc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 ≙ R
n

i = 1γe( )Θ( )i, j0
= Rn

i = 1
é
ë

ù
û

vi|Tj0: =Θ( )i, j0| j0 ∈ [ ]1, m |T0 j0

γω

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n′

i = 1 i, R
m′

j = 1 j ≙ R
n

i = 1R
m

j = 1γe( )Θ( )i, j

= Rn
i = 1 R

m

j = 1[ ]vij|Tj: =Θ( )i, j |T0 j

（25）
当子域检索的行和列的范围均为最大时,其即

转化为整体检索 γΩ
æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, R
m

j = 1 j 或拷贝。

例 10 任给一个基本 Θ1( )BDS1 如例 1所示。

该大数据对象的元素、行和列检索可以根据定义

21实现如下：

γe( )Θ1( )BDS1 = γe( )Θ1( )i0| i0 = 1000000, j0| j0 = 2

= v|S: =Θ1( )1000000, 2 |S
=Mike|S

γr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θ1

æ

è
ç

ö

ø
÷i0

|
|
|| i0 = 2, R

7

j = 1 j = R7
j = 1γe( )Θ1( )2, j

= R7
j = 1( )vj|Tj: =Θ1( )2, j |T0 j

= (ID|N = 0000002|N, UName|S = Judy|S,
GName|S =G0301|S, Text|TX =Rt 0000002|TX，
Voice|A =Ra 0000002|A, Photo|F =Rp 0000002|F,

)Video|V =Rv 0000002|V
γc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θ1

æ
è
ç

ö
ø
÷R

1000000

i = 1 i, j0| j0 = 2 = R
1000000

i = 1 γe( )Θ1( )i, 2

= R
1000000

i = 1 ( )vi|S: =Θ1( )i, 2 |S
= ( )John|S, Judy|S, ..., Mike|S

上述对基本BDS的数据对象的检索算子可以

扩展到对一般BDS Θq( )BDS
q
上的操作。

定义 22 在U中对一般BDS Θq( )BDS
q
，数据

对 象 的 检 索 算 子 γ
q

e/r/c/ω( )Θq
可 分 为 元 素 检 索

γe( )Θ( )i, j 、行 检 索 γk
r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷ik0, R

mk

jk = 1 j
k 、列 检 索

γk
c

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

ik = 1i
k, j k0 和子域检索 γω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j ，其可

通过迭代导出一系列 q层自顶向下的基本操作

R
1

k = qγ
k
e/r/c/ω( )Θk

q ，即

γ
q

e/r/c/ω ≙ R
1

k = qγ
k
e/r/c/ω( )Θk

q

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

R
1

k = qγ
k
e( )Θ( )ik0, j k0 ≙ R

1

k = q[vk|Tk
: =Θk

q(ik0|| ik0 ∈ [ ]1, nk ,
ù
û
ú)|

| j k0 ∈ [ ]1, mk
|T0k j k0

R
1

k = qγ
k
r

æ
è
ç

ö
ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷ik0, R

mk

jk = 1 j
k ≙ R

1

k = q
é

ë
êê

ù

û
úúR

mk

jk = 1γ
k
e( )Θ( )ik0, jk

= R1
k = q R

mk

jk = 1
é
ë
ê

ù
û
úvk|Tjk

: =Θk
q
æ
è
ç

ö
ø
÷ik0

|
| ik0 ∈ [ ]1, nk , jk |T0k jk

R
1

k = qγ
k
c

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

ik = 1i
k, j k0 ≙ R

1

k = q
é

ë
êê

ù

û
úúR

nk

ik = 1γ
k
e( )Θ( )ik, j k0

= R1
k = q R

nk

ik = 1
é
ë
ê

ù
û
úv

ik j k0
|T

j k0
: =Θk

q
æ
è
ç

ö
ø
÷ik, j k0|| ik0 ∈ [ ]1, mk
|T0k j k0

R
1

k = qγ
k
ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ΘR

nk

ik = 1i
k, R

mk

jk = 1 j
k ≙ R

1

k = q
é

ë
êê

ù

û
úúR

nk

ik = 1 R
mk

jk = 1γ
k
e( )Θ( )ik, jk

= R1
k = q R

nk

ik = 1 R
mk

jk = 1
é
ë

ù
ûv

ik jk
|T

jk
: =Θk

q( )ik, jk |T0k jk

（26）
当子域检索的行和列的范围扩展到最大时，
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其 即 转 化 为 对 一 般 BDS 的 整 体 检 索 R
1

k = qγ
k
Ω

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, R
m

j = 1 j 或拷贝。

例11 一个如例3所示的一般BDS Θ3
2( )BDS2

的一组特定类型值检索可以根据定义22逐层迭代

地用式（26）操作，其实例是例9所示的逆操作。

4.3 BDA数据对象选择算子

对DBS中的数据对象的选择是一个独特的内

容匹配过程，其从Θ(BDS)中选择一个或多个符合

指定属性的数据项。大数据对象选择算子提供比

检索算子更复杂的操作，从而实现一系列基于给定

条件表达式而不是特定地址的数据选择。

定义23 在U中对基本BDS数据对象的选择

算子 σe/r/c/ω( )Θ ，是一个基于给定属性 ( )p|Tp 匹配而

无需指定数据对象的索引 ( )i|N, j|N 的只读提取操

作。其可分为元素选择 σe

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0, Rm

j = 1 j 、行选择

σr

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0, R

m

j = 1 j 、列选择 σc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 和子域选择

σω

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, R
m

j = 1 j ，即

γe/r/c/ω( )Θ ≙
ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

σe( )Θ( )i0, j0 ≙Θ( )i0| i0 ∈ [ ]1, n , j0| j0 ∈ [ ]1, m |T0 j

| ( )Θ( )i0, j0 |T0 j~p|Tp

σr

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 i, j0 ≙ R
n

i = 1σe( )Θ( )i, j0
= Rn

i = 1{ }Θ( )i, j0| j0 ∈ [ ]1, m |T0 j0|Θ( )i, j0 |T0 j0~p|Tp

σc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷i0,R

m

j = 1 j ≙ R
m

j = 1σe( )Θ( )i0, j

= Rm
j = 1{ }Θ( )i0| i0 ∈ [ ]1, n , j |T0 j|Θ( )i0, j |T0 j~p|Tp

σω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j ≙ R
nk

i = 1 R
mk

j = 1σe( )Θ( )i, j

= R
nk

i = 1 R
mk

j = 1{ }Θ( )i, j |T0 j|Θ( )i, j |T0 j~p|Tp

（27）
式中，可选属性是诸如值、类型、模式、尺寸、范围和

时间等，由条件运算符∼ ≙ {=, <, ≤, >, ≥, ∈}表示。

当子域选择的行和列的范围均为最大时，其即

转化为整体选择 R
1

k = qσ
k
Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j 。

例 12 任给一个基本 Θ1( )BDS1 如例 1所示。

各种数据对象的基于给定属性 p|Tp 的选择可以根

据定义23操作如下：

σe( )Θ1( )i0| i0 = 2, j0| j0 = 1 =Θ1( )2, 1 |N< ( )p|Tp = 3|N
= 0000002|N

σr( )Θ1( )i, j0| j0 = 2 =Θ1
æ
è
ç

ö
ø
÷R

1000000

i = 1 i, 2 |S = ( )p|Tp = J*|S

=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ID|N = 0000001|N, UName|S = John|S,
GName|S =G0001|S, Text|TX =Rt 0000001|TX，
Voice|A =Ra 0000001|A, Photo|F =Rp 0000001|F,

)Video|V =Rv 0000001|V
ID|N = 0000002|N, UName|S = Judy|S,
GName|S =G0301|S, Text|TX =Rt 0000002|TX，
Voice|A =Ra 0000002|A, Photo|F =Rp 0000002|F,

)Video|V =Rv 0000002|V
σc

æ

è
ç

ö

ø
÷Θ1

æ
è
ç

ö
ø
÷R

1000000

i = 1 i, R7
j = 1 j =Θ1

æ
è
ç

ö
ø
÷R

1000000

i = 1 i, R7
j = 1 j |TX ≥

( )p|Tp =Rt 0000002|TX
= R

1000000

i = 1 Θ1( )i, j0|T = TX |TX ≥
Rt 0000002|TX

= (Rt 0000002|TX, Rt 0000003 |TX,
)…, Rt 1000000|TX T

上述对基本BDS的数据对象的选择算子可以

扩展到一般BDS Θq( )BDS
q
上的操作。

定义 24 在 U中对一般 BDS Θq( )BDS
q

的数

据对象的选择算子 σ
q

e/r/c/ω( )Θq
，可分为元素选择

σe( )Θ( )i, j 、行 选 择 σk
r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷ik0, R

mk

jk = 1 j
k 、列 选 择

σk
c

æ

è
çç
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ø
÷÷Θæ

è
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ø
÷÷R

nk

ik = 1i
k, j k0 和子域选择 σk

ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ΘR

nk

ik = 1i
k, R

mk

jk = 1 j
k ，其

可通过迭代导出一系列 q层自顶向下的基本操作
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R
1

k = qσ
k
e/r/c/ω( )Θk

q ，即

σ
q

e/r/c/ω( )Θq ≙ R
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|
|
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|
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ik = 1i
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jk = 1 j
k ≙ R
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k = q
é

ë
êê
æ

è
çç
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ø
÷÷R

nk

ik = 1 R
mk

jk = 1σ
k
e( )Θ( )ik, jk
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k = q R

nk
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mk
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é
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（28）
当子域选择的行和列的范围均为最大时，其即转

化为对一般BDS的整体选择 R
1

k = qσ
k
Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Θæ

è
çç

ö

ø
÷÷R

nk

i = 1 i, R
mk

j = 1 j 。

例 13 对如例 3 所示的一般 BDS Θ3
2( )BDS2

的一组特定选择，可以根据定义 24逐层迭代地实

现。其实例是例 12 所示类似单层操作的多层

迭代。

4.4 BDA数据定时算子

数据对象的建立或修改时间在BDA中被经常

用于数据对象选择、持续时间确定、数值微分和积

分。BDS中数据对象的定时等同于对BDS一值域

所对应的时域的赋值操作，其中数据对象是与时间

相关的带有类型后缀如 |T ，|D和 |TM类型。

定义25 在U中对基本BDS的数据对象的定

时算子 τ( )Θ 是一种特殊的赋值操作。其对一新创

建或更新的数据对象提供一基于当前系统时间

tc|TM = tsys|TM的时间戳标定，即

τ( )Θ ≙ τe( )Θ( )i0, j0

=Θ( )i0, j0 |T0 j: = tc|TM, iff T0 j = TM∧ tc|TM =tsys|TM
（29）

定义 26 在 U中对一般 BDS Θ
q( )BDS

q
的数

据对象的定时算子 τ
q( )Θq

是 q层迭代的基本 BDS
的数据对象时间戳标定，即

τ
q( )Θq ≙ R

1

k = qτ
k
e( )Θk

q( )ik0, j k0
= R1

k = q{ }Θk
q( )ik0, j k0 ||T0 j k0:: = tkc|TM | tkc|TM = tsys|TM（30）

例 14 设一系统时间戳 tc|TM = tsys|TM, 所给

一般 BDS Θ3
2( )BDS2 的数据对象的定时可根据定

义26操作如下：

τk( )Θ3
2( )BDS2 = τ2

e
æ
è
ç

ö
ø
÷Θ2

2æè
ö
ø

i20
|
| xi20 = 1000000, j 20 || j20 = 2

=Θ2
2( )1000000, 2 |TM: = tc|TM

4.5 BDA数据微分算子

许多与时间相关的数据对象在BDS中形成时

间序列、例如语音信息和视频流。关于同一列时间

戳的大数据序列可以通过数值微分来操作。数据

微分是一种典型的大数据挖掘方法, 用于检测给

定时间跨度内的同列数据的动态变化。

定义 27 在 U中，对基本BDS的数据序列对

于时间的微分算子 δ( )Θ = dΘ( )j
dj

是一系列数值对

象对其时间序列的数值微分

∆TStamp|TM = Θ( )i + 1 |SM.TStamp|TM -
Θ( )i |SM.TStamp|TM，即

δ( )Θ ≙ dΘ( )i, j0
di

= R
n - 1

i = 1
Θ( )i + 1, j0 |T0 j -Θ( )i, j0 |T0 j

Θ( )i + 1, j ′0 |TStamp -Θ( )i, j ′0 |TStamp，（31）
T

j′0
= TStamp， j0, j ′0 ∈ [ ]1, m

本 操 作 适 用 于 数 值 序 列 类 型 为 T0 j ∈
{ }N, Z, R, B, Hx 。

定义 28 在 U中对一般 BDS Θ
q( )BDS

q
的数

据序列对于时间的微分算子 δ
q( )Θq = d( )Θ

q( )j
dj

，是

一系列q层迭代的单层基本BDS的微分操作，即
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δ
q( )Θq ≙ R

1

k = q δ
k( )Θk

q = R1
k = q R

nk - 1

ik = 1
d( )Θk

q( )ik, jk
dik

= R1
k = q

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úR

nk - 1

ik = 1
Θk

q( )ik + 1, jk0 |T0 jk -Θk
q( )ik, jk0 |T0 jk

Θk
q( )ik + 1, j ′k0 |TStamp -Θk

q( )ik, j ′k0 |TStamp ,

T0 jk ∈{ }N, Z, R, B, H， |T0 j0 = TStamp， jk0, j ′k0 ∈ [ ]1, mk

（32）
例 15 对 如 例 3 中 给 出 的 一 般 BDS

Θ3
2( )BDS2 ，其第2层上的数据时间序列的微分可根

据定义28实现如下：

δ2( )Θ2
2( )BDS2 ≙

dΘ2
2æè

ö
ø

i2, j 20 || j20 = 3

di2
= R

1000000 - 1

i2 = 1
Θ2

2( )i2 + 1, 3 |B -Θ2
2( )i2, 3 |B

Θ2
2( )i2 + 1, 2 |TStamp -Θ2

2( )i2, 2 |TStamp
= æ
è
ç

ö
ø
÷

S2 - S1
TM2 - TM1

, S3 - S2
TM3 - TM2

, ..., S1000000 - S999999
TM1000000 - TM999999

5 大数据代数的综合算子
基于前文所建立的BDA的数学框架和范例，

本节给出一组对大数据系统的综合算子，用以实现

对BDS的归纳操作，提取数据的潜在性质和获取数

据的应用价值及其可导出的知识。任何对BDS的
复杂归纳操作均可表示为这些基本BDA综合算子

的代数组合。

定理1 BDS的一般递归超结构性质：大数据

系统的超结构Θq是一种多维递归层次结构。当终

端层Θ0作为具体数据的类型化元组已给定时，Θq

中任意第k层可通过下层结构递归地表示，即

Θ
q = Rq

k = 1Θ
k( )Θk - 1 , Θ0 = R

n0

i0 = 0 R
m0

j0 = 0di0 j0|T0 j0 （33）
证明 定理1可以根据定义9归纳证明如下：

∀Θ0 = R
n0

i0 = 0 R
m0

j0 = 0di0 j0|T0 j0,

Θ
q =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Θ1 =Θ1( )Θ0 =Θ1æ

è
çç

ö

ø
÷÷R

n0

i0 = 0 R
m0

j0 = 0di0 j0|T0 j0

Θ2 =Θ2( )Θ1( )Θ0

...
Θ

q =Θqæ
è

ö
ø

Θ
q - 1( )...( )Θ1( )Θ0 ...

（34）

=Θqæ
è

ö
ø

Θ
q - 1( )...( )Θ1( )Θ0 ...

= Rq
k = 1Θ

k( )Θk - 1

上述定理揭示了作为递归层次结构的BDS不
仅可以自顶向下地演绎分析，而且可以从下到上地

归纳组合。BDS的这些属性可导出一系列形式化

的BDA综合操作。

定义 29 BDA 的综合算子 • s 是在 U中对

Θ( )BDS 的一组归纳操作，用于对大数据系统的挖

掘和知识获取，即

• s ≙{ }ι( )Θ , λ( )Θ , ϖ( )Θ , ψ( )Θ （35）
式中，各算子分别代表归纳、演绎、积分和均衡。

5.1 BDA数据归纳算子

根据定理1，对BDS中数据序列的归纳可以描

述为一个自底而上分层的扩展过程。

推论2 BDS的分层抽象原则：在U中对任何

Θ
q( )BDS 的分层抽象操作 Θ

q = ⇑q
k = 0Θ

k ，当最底层的

数据序列已给定时，可以通过自底而上的递归归纳

导出上层结构，即

Θ
q = ⇑q

k = 0Θ
k = Rq

k = 1Θ
k( )Θk - 1 , Θ0 = R

n0

i0 = 0 R
m0

j0 = 0di0 j0|T0 j0

=Θqæ
è

ö
ø

Θ
q - 1( )...( )Θ1( )Θ0 ... （36）

推论 2是系统理论中对系统归纳和信息隐蔽

的经典经验原理的严格形式描述[31]。

定义30 大数据归纳原理是一种认知推理过

程，用于从U中的 Θ( )BDS 中的多个递归实例 p( )i
中引出一般模式或规则 ι( )Θ ，其令样本预测 p͂( )i |T
和平均预测

- -- -----
p( )i |T 之间的误差当样本数足够大时

趋于零，即

ι( )Θ ≙ || p͂( )i T- - -- ----- --
p( )i ||T →0

|
|= | limi→ k ( )p( )si|T |T - lim

i→∞ ( )p( )si|T |T →0, k≥3
（37）

其中归纳操作产生合理的推理外延，将有限的数据

序列扩展到更大范围的一般模式。

BDA中的大数据序列归纳算子可以分为3类，

称为逻辑、回归和分层归纳操作。
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5.1.1 BDS的逻辑归纳

BDS的逻辑归纳是归纳推理模式的逻辑表达

形式，即

(∃a ∈ S, a􀢶 )p( )a ∧
(∃b ∈ S, b􀢶 )p( )b ∧
(∃r ∈ S, r 􀢶 )p( )r ∧ （38）
(∃succ( )r ∈ S, succ( )r 􀢶 )p( )succ( )r

⇒∀x ∈ S, x􀢶 p( )x

式中，S为一个逻辑变量集；r为在 ( )3, ||S 中任意选

择的一个整数数据项。

定义31 在U中对BDS的数据系列的逻辑归

纳算子 ιl( )Θ 是一种扩展性的外延推理操作，其从

有限序列的实例 p( )si| si ∈ S 中外推出一个一般模

式 p( )S ，通常 1≤ i = ( )1, 2, r, r + 1 ≤ ||S ，其中域 ||S
的整个范围可外延到 ||S ∈ [1, )∞ ，即

ιl( )Θ ≙ R
r + 1

i = 1, 2, r(si|T ∈ S|T ⊏Θ􀢶 )p( )si|T |L ,
2 < r < ||S // Sample induction

⇑ R||S

i = 1 p( )si|T |L, iff si|T∈ S|T ⊏Θ // Domain induction
⇑ Ru

i = 1 p( )si|T |L, iff si|T∈ S|T ∧
n = ||S ∈ [3, )∞ // General induction

（39）
式中，|L 表示逻辑变量 L ={ }T, F 的类型后缀。

例16 具有1000个输入的逻辑与门的状态空间

可以描述为一个 BDS Θ3( )BDS3 = ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |=L ，

因其所有输入组合所产生的巨大指称状态空间为

||Θ3 = |ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |=21000|b。一个在 BDS3上的逻辑

归纳操作 ιl( )Θ3 ，可以根据定义31导出该与门的一

般功能如下：

ιl( )Θ3 = ιlæ
è
ç

ö

ø
÷ANDæ

è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L

⇑ ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1di|b |L =∧
i = 1

n

di|b, ∀n ∈ ( )1, ∞

⇑ ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b

⇑
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = 1, ∀R1000
i = 1di|b = 1

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = 0, ∃R1000
i = 1di|b = 0

式中，|b表示二进数位的类型后缀。

5.1.2 BDS的回归归纳

BDS的回归归纳是归纳推理模式的代数表达

形式。其基于多项式回归对大数据所隐含的一般

多项式函数做数值拟合。该操作的数据对象适用

于实数或与其兼容的数据类型。通过对给定样本

数据序列的实例 R
n

i = 1( )xi ||R, yi R 进行有限代数操作，

回归归纳得以实现。

定义32 在U中对BDS的数据系列的回归归

纳算子 ιr( )Θ 通过一m阶多项式，y =∑
i = 0

m

aix
i = amx

m +
... + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 的最小方差回归对 Θ( )BDS

中的一数据序列进行拟合。通常m≤4，n=m+1，最
小方差 SLE4( )Θ4 为

E4
ls = R

4

i = 0
∂∂ai
∑
i = 1

5
[ ]yi - ( )a4x

4
i + a3x

3
i + a2x

2
i + a1xi + a0

2 = 0，
即

SLE4 ≙ SA =M

≙

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

n Sx S
x2 S

x3 S
x4

Sx S
x2 S

x3 S
x4 S

x5

S
x2 S

x3 S
x4 S

x5 S
x6

S
x3 S

x4 S
x5 S

x6 S
x7

S
x4 S

x5 S
x6 S

x7 S
x8

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

a0
a1
a2
a3
a4

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

Sy

Sxy

S
x2y

S
x3y

S
x4y

（40）

其中 S
xk
=∑

i = 1

n

xk
i , Syk

=∑
i = 1

n

y k
i ,

S
xkyk′ =∑

i = 1

n

xk
i y

k′
i , 1 ≤ k≤2m

因此，A = S\M = [ ]a0 a1 a2 a3 a4
T

即：ιr( )Θ ≙ y = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0

例17 令一社交网络中的意见分布大数据系

统 Θ4( )BDS4 如式（41）所示。当给定m=2，对它的

多项式回归归纳操作 SLE2( )Θ1 ，可以根据定义 32
导出如下：

Θ4( )BDS4 = R5
i = 0 R

3

j = 0dij|T0 j
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=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
θ0( )BDS4 Theme|S Spectrum|R Supporters|N

κ1 T1 10 5000
κ2 T2 30 30000
κ3 T3 50 10000
κ4 T4 70 20000
κ5 T5 90 6000

（41）

SLE2( )Θ4 ≙ SA =M, Ti ∈ [ ]10, 50

=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

n Sx S
x2

Sx S
x2 S

x3

S
x2 S

x3 Sx4

é

ë

ê

ê
êê
ù

û

ú

ú
úú

a0
a1
a2

=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

Sy

Sxy

S
x2y

= é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

3 90 3500
90 3500 153000

3500 153000 7070000
é

ë

ê

ê
êê
ù

û

ú

ú
úú

a0
a1
a2

= é
ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

45000
1450000
52500000

得到 A = S\M = [ ]a0 a1 a2
T

= [ ]- 24375 3500 -56 T

以上四归归纳得到

ιr( )Θ4 ≙ y = -56x2 + 3500x - 24375
对BDS的回归归纳操作构成现代人工智能即

神经网络和深度学习的数学基础。

推论3 基于BDS的神经网络的性质：在U中

对任何BDS的回归归纳操作取决于数据样本的特

征蕴含，并非它的量或尺度。

根据推论3，用于训练机器学习的样本不是越

大越好，而在于样本数据的特征代表性和独立性。

传统机器学习理论及方法极大地依赖于数据

所蕴含的特定样本空间。对于神经网络的这一基

本性质的研究导出了下述原理。

推论4 基于回归归纳的机器学习结果的数学

本质：在U中对任何BDS的回归归纳学习是对一有

限集的特定对象在给定范畴的特殊解，而非一般解。

推论 4所述回归归纳的数学性质揭示了传统

机器学习方法的一个先天限制条件，即不同的训练

样本决定不同问题空间上的机器学习结果。因此

基于对面部数据的训练不能取代对其他种类图像

的训练，例如指纹或花朵。基于特定数据样本的训

练，无法推广到它的超集，例如从特定人群面部数

据的训练结果到猴脸识别。

5.1.3 BDS的分层归纳

在定义 31或定义 32 中的大数据归纳算子可

被应用于一般复杂BDS的每个特定层次，从而导出

BDS的分层归纳算子。

定义33 在U中对一般 BDSΘq( )BDS
q
的数据

系列的分层归纳算子 ι( )Θ
q
是一递归的自底向上逐

层操作的基本数据归纳运算，以便在 Θ
q 中提取分

层模式的一般外推，即

ι( )Θ
q = Rq

k = 1ι
k( )Θk

q , ∃Θ0
q

= ⇑q
k = 1ι

k( )Θk
q( )Θk - 1

q
（42）

= ιqæ
è

ö
ø

ι
q - 1( )...( )ι1( )Θ0

q ...
例 18 重用例 16中的大数据系统 Θ3( )BDS3 ，

在一般BDS中从数据集到知识和智能模式的分层

归纳可以根据定义33实现如下：

ι( )Θ3 = R3
k = 1ι

k
l ( )Θk

3 , Θ0
3( )BDS3 = R

1000

i = 1 di|b
⇑Data( )D : ι0l ( )Θ0

3 = 2 R
1000
i = 1 di ||b 21000|b

⇑ Information( )I : ι1l( )Θ1
3 = |

|
||

|

|
||
|
|
|| R

1000

i = 1 di|b = 1000|b
⇑ Knowledge( )K : ι2l ( )Θ0

3 =
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L = 1, ∀ R
1000

i = 1 di|b = 1

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L = 0, ∃ R1000
i = 1 di|b = 0

⇑ Intelligence æ
è
ö
ø
I· : ι3l ( )Θ3

3 = ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1di|b |L

=∧
i = 1

n

di|b, ∀n ∈ ( )1, ∞
上述推论 2~推论 4和定义 30~定义 33中的实

例研究揭示了人类智能在大数据挖掘中对学习和

知识生成的不可或缺的归纳能力 [1,3,7-8,11-13,16,40,45-47]。

人类智能是一种知识发展和创新的极其有效和快

速收敛的归纳机制，其中数据仅仅是现实世界的几

乎无限状态空间中的事实材料和有限实例。归纳

认知过程是人类智能最典型和最强大的推理能力，

它将大数据转化为机器几乎在可见的将来无法实

现的知识和智慧[20,48-50]。

5.2 BDA数据演绎算子

BDA中的数据序列的演绎是数据序列归纳的
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逆操作。根据定理1，BDA中数据序列的演绎可以

描述为一个自顶向下的分层细化过程。

推论5 BDS的分层细化原则；在U中对任何

Θ
q( )BDS 的分层细化操作Θ

q = ⇓0
k = qΘ

k，可以通过自顶

向下的递归细节演绎导出下层结构，即

Θ
q = ⇓0

k = qΘ
k = R1

k = qΘ
k( )Θk - 1 , Θ0 = R

n0

i0 = 0 R
m0

j0 = 0di0 j0|T0 j0

=Θqæ
è

ö
ø

Θ
q - 1( )...( )Θ1( )Θ0 ... （43）

该推论是系统科学理论中系统演绎和自顶向

下设计的经验原则的严格形式表述[31]。

BDA中的大数据序列演绎算子可以分为3类，

称为逻辑、插值和层次演绎操作。

5.2.1 BDS的逻辑演绎

定义34 在U中对BDS的数据序列的逻辑演

绎算子 λl( )Θ 是一种数据细化操作，其从一个

Θ( )BDS 的一般模式 p( )S 导出一个蕴含其中的具

体范例 p( )si| si ∈ S ，即

λl( )Θ ≙ R
||S

i = 1(si|T ∈ S|T ⊏Θ􀢶 )p( )si|T |L
⇓ a|T 􀢶 p( )a|T |L，∀a|T∈ S|T （44）

其所对应的演绎模式的逻辑表达如下所示：

∀s ∈ S, s􀢶 p( )s ⇒∃a, a􀢶 p( )a , iff a ∈ S （45）
例 19 令 Θ3( )BDS3 = ANDæ

è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L，见 例

16。所给与门的大数据序列的逻辑演绎可以根据

定义34从其高层的一般模式推出下层的具体功能

行为如下：

λl( )Θ3 =λl

æ

è
ç

ö

ø
÷ANDæ

è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L

⇓ ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1di|b |L =∧
i = 1

n

di|b, ∀n ∈N = ( )1, ∞
// General deduction

⇓ ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

k

i = 1di|b |L =∧
i = 1

k

di|b, k ∈N
// Domain deduction

⇓ ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b, k = 1000 ∈N

// Refined deduction

=
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b = 1, ∀R1000

i = 1di|b = 1

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b = 0, ∃R1000

i = 1di|b = 0
5.2.2 BDS的插值演绎

BDS上的插值演绎操作是基于一已知如定义

32所示的大数据序列的数值多项式。插值演绎用

于创建一优化的数据序列特征函数, 其中插值

( )x′
int, y ′

int , 1 < int < n, 是在数据序列 R
n

i = 1( )xi, yi
上导出

的一对或一组特定值对偶。

定义35 在U中对BDS的数据系列的插值演

绎算子 λi( )Θ ，通过一个在指定域 x ∈ [ ]xmin, xmax 的

m 阶多项式 p( )x =∑
i = 0

m

aix
i 中的插值 ( )xψ, yψ 导出一

优化的数据序列特征函数，即

λi( )Θ( )p( )x ≙ p( )x|R |R
=∑

i = 0

m

aix
i, xi ∈X|R, ai ∈ R

n + 1

i = 0 ai|R
⇓ yψ|R = pψ( )xψ|R |R =∑

i = 0

m

aix
i

ψ
, xψ ∈X|R （46）

例 20 根据定义 35，对式（41）所给的数据序

列 Θ4( )BDS4 进行插值演绎操作。假设m=2，该插

值演绎推导结果为

λi( )Θ4( )BDS4 = R
50

x = 10( )y = -56x2 + 3500x - 24375 ,
x|R∈Θ4|R = [ ]10, 50

⇓∀xψ|R = 20 ∈Θ4|R,
yψ = -56x2

ψ + 3500xψ - 24375
= -56 × 202 + 3500 × 20 - 24375
= 23225

5.2.3 BDS的层次演绎

在定义34或定义35中的大数据演绎算子可被

应用在一般复杂BDS的每个特定层次，从而导出

BDS的分层演绎算子。

定义 36 在U中对 BDS Θ
q( )BDS

q
的数据系

列的层次演绎算子 λq( )Θ
q
是一递归的自顶向下逐
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层操作的基本BDS数据演绎运算，以便在Θ
q 中获

取由高层一般模式导出的低层特例，即

λ( )Θ
q = R1

k = qλ
k( )Θk

q , Θ0
q 已知

= ⇓1
k = qλ

k( )Θk
q( )Θk - 1

q （47）
=λqæ

è
ç

ö
ø
÷λ

q - 1æ
è

ö
ø

...( )λ1( )Θ1
q( )Θ0

q ...
例 21 基于例 16中的大数据系统 Θ3( )BDS3

在一般BDS中从智能模式，知识到数据集的分层演

绎可以根据定义36操作如下：

λ( )Θ3
3 = R1

k = 3λ
k
l ( )Θk

3 , Θ0
3( )BDS3 = R1000

i = 1di|b
⇓λ3

l ( )Θ3
3 = ANDæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1di|b |L =∧
i = 1

n

di|b, ∀n ∈ ( )1, ∞

⇓λ2
l ( )Θ2

3 = ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

k

i = 1di|b |L =∧
i = 1

k

di|b, ∀k < n

⇓λ1
l( )Θ1

3 =Θ1
3( )Θ0

3 = ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L

= ∧
i = 1

1000
di|b, ∀k < 1000

=
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b =1, ∀ R

1000

i = 1 di|b = 1

ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

1000

i = 1 di|b |L = ∧
i = 1

1000
di|b =0, ∃ R1000

i = 1 di|b = 0
5.3 BDA数据积分算子

大数据积分是对BDS的综合操作，以便导出给

定数据序列的综合加权和。BDS上的其他综合操

作，例如数据的统计平均值，数据对整体的比率,
以及数据系统的均衡，均依赖于大数据序列的积分

操作。

定义37 在U中对Θ( )BDS 的积分算子 ω( )Θ

是一组符合给定条件 p|T 的数据序列的数值加权

和，可分为行积分 ∫1mΘr( )i0, j dj 、列积分 ∫1nΘc( )i, j0
di、子 域 积 分 ∫n1n2∫m1

m2Θ( )is, js djsdis 和 全 域 积 分

∫1n∫1mΘ( )i, j djdi ，即（48）。 式 中 ，条 件 关 系 符

∼≙ ( )= , ≤ , ≥ , ∈ 用以确定在通用数值数据类

T∈{ }N, Z, R, B, H 之间的等价性。而其他特定于

问题的关系运算符则依赖于给定 dij|T 的类型。

ϖ( )Θ ≙

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

∫1mΘr( )i0, j dj≙∑
j = 1

m

{ }dij|Tj·Δdj|dij|Tj ~ p|T

∫1nΘc( )i, j0 di≙∑
i = 1

n { }dij
|
|Tj·Δdj|dij|Tj ~ p|T

∫n1n2∫m1

m2Θ( )is, js djsdis ≙∑
n1 = 1

n2 æ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

m1 = 1

m2

( )dis js|T0js·Δdj s

·Δdis
∫1n∫1mΘ( )is, j djdi≙∑

i = 1

n æ

è
ç

ö

ø
÷∑

j = 1

m

( )dij|Tj·Δdj ·Δdi

（48）
例 22 对如例 3所给一般 BDS Θ3

2( )BDS2 的

第 2层第 3域数据序列的数值积分，可以根据定义

37实现如下：

ϖ( )Θ3
2( )BDS2 = ∫1nΘ2

3æè
ö
ø

i2, j 20 || j20 = 3 di2, n = 1000
=∑

i2 = 1

1000
( )d

i23|B·Δdi2 , Δdi2|N ≡1.0

=∑
i2 = 1

1000
d

i23|B
定义 38 在U中对 Θ( )BDS 的数据序列在时

间上的积分算子 ωt( )Θt = ∫tatbΘ( )i, j0| j0 = t dt，是一列时

间序列中数据对象在时间 j0|TM = TStamp|TM ∈
[ ]ta|TM, tb|TM 上的数值积分，即

ωt( )Θt ≙

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

∫tatbΘc( )i, j0|TM dt≙∑
t = ta

tb

æ
è

ö
ø

dij0|Tj0·Δtj′0 |
|

|
|Tj′0

，

T
j′0
= TStamp|TM ∈ [ ]ta|TM, tb|TM

∫t0tbΘc( )i, j0|TM dt≙∑
t = t0

tb

æ
è

ö
ø

dij0|Tj0·Δtj′0||Tj′0
，

Tj0 = TStamp|TM≤ tb|TM，

t0|TM = SysInitialTime|TM
∫tatcΘc( )i, j0|TM dt≙∑

t = ta

tc

æ
è

ö
ø

dij0|Tj0·Δtj′0||Tj′0
，

Tj0 = TStamp|TM≥ ta|TM，

tc|TM =CurrentSysTime|TM
（49）

其中，积分区间表示一特定的时间段 [ ]ta, tb 。其可

是从系统初始化开始到当前的时区 [ ]t0, tb ，或从给

定点到当前时间的时区 [ ]ta, tc 。
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例23 对如例3所给一般 BDS Θ3
2( )BDS2 的第

2层第3域数据序列对于时间 TStamp|TM的数值积

分, 可以视为单层数值序列积分。根据定义 38导
出结果如下：

ωt( )Θ3
2( )BDS3

2 = ∫tatbΘ2
2( )i2, j 20 |TM dt

（其中ta = 5, tb = 126, j 20 |TM = 3）
=∑

t = 5

126
( )di3|T3·Δt3 , Δt3 ≡ 1.0

=∑
i2 = 5

126
d

i23|B
基本数据序列在 Θ( )BDS 上的数值积分可以

逐层扩展到一般 Θq( )BDS
q
上的数值积分，其定义

如下。

定义39 在U中对于一般Θq( )BDS
q
的数据序

列在时间上的数值积分算子 R
q

k = 1ω
k
t ( )Θk

t ,是一系列递

归的单层基本时间序列数值积分，即

R
q

k = 1ϖ
k
i ( )Θk ≙ R

q

k = 1
é
ë

ù
û∫1nk∫1mkΘk( )ik, jk djkdik

= Rq
k = 1
é

ë
êê

ù

û
úú∑

i = 1

nk æ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

j = 1

mk

( )dik jk|Tjk
·Δdj k

·Δdik

（50）

通常，除非每个目标数据序列或某一层的行的

类型适合于数值积分，否则不必在一般BDS中的所

有层上进行数值积分。

5.4 BDA数据均衡算子

在以人为中心的BDS中，诸如社会网络、知识

库和投票系统，综合观点提取的基本机制是发现所

有意见特征分布的均衡点。因此，隐含于BDS中综

合观点的代表性意见不是简单的最大值，也不是常

规认为的加权平均值。相反，它是代表意见均衡的

数据分布的特征点ξ，见如下定义[22]。

定义 40 给定U中的一个 Θ( )BDS 集体观点

的均衡点 ψ( )Θ 是分布在意见频谱 x∈ [ ]1, n 上的一

个特征点 ξ，1<ξ<n，其使加权意见 p( )x 在点 ξ的两

侧达到平衡，即

ψ( )Θ ≙ ξ, iff ∫1ξ - p( )x dx = ∫ξ+n p( )x dx （51）
其中 ∫1ξ - p( )x dx + ∫ξ+n p( )x dx = ∫1n p( )x dx .

式（51）中给出的均衡观点 ψ( )Θ 可以使用数

值积分迭代方法来求解。一种实用的大数据特征

观点均衡检测算法可见[21]。

定义41 在U中对Θ( )BDS 的均衡检测算子

ψ( )Θ 是点 ξ在两边权重之和的迭代匹配在[1, m]达
到均衡时的值：

ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

n

ξ= 1i, j0 ≙ξ + 0.5, j0 ∈ [ ]1, m ,

iff R
n

ξ= 1
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 1

ξ

Θ( )i, j0 ≈∑
i =ξ+1

n

Θ( )i, j0
（52）

其中，Θ( )i, j0 中的列 j0是根据给定意见分布谱从左

到右在[1，m]中排序，或反之。

在定义 41 中，BDS 的某列之间的数值解取

ψ( )Θ = ξ + 0.5，因为离散意见分布谱的索引是以单

位步长递增的。值得注意的是，BDA中的意见均

衡操作依赖于数据属性, 并非所有大数据系统中

的数据列都适用此操作。

例 24 如 式（41）所 给 大 数 据 系 统 ，对

Θ( )BDS4 中集体意见在分布谱[10, 90]内的一组分

布数据，意见均衡 ψ( )BDS4 可以根据定义 41确定

如下：

ψ( )BDS4 =ψ3
Θ
æ

è
ç

ö

ø
÷Θæ

è
ç

ö
ø
÷R

5

ξ= 1i, j0| j0 = 3

= ξ + 0.5≈ 40
其中∑

i = 10

30
Θ( )i, j0| j0 = 3 = 35000≈

∑
i = 50

90
Θ( )i, j0| j0 = 3 = 36000

（53）

上述结果表明，在所给社交网络中分布意见的

整体特征均衡点处于意见谱的左中部。进一步增

加的大数据将可提高大规模社交网络的BDS中的

均衡估计的准确性。定义41所给均衡算子可以扩

展到一般BDS的递归层次均衡检测。BDS特征观

点的质心揭示了大数据社交网络分析中的一个本

质属性。在一系列历史大数据的基础上，可以建立

意见平衡基准，用以严格分析社会网络中大规模集

体意见中动态均衡质心的变化趋势。因此，大数据

特征均衡是大型社交网络动态特征挖掘的一种重

要方法。
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6 结论

描述了一项关于大数据科学的基础研究，称为

大数据代数（BDA），它为大数据工程提供了一种严

格而有效的大数据分析方法和大数据系统软件的

基础算法。所建立的形式大数据系统（BDS）和代

数算子集的数学模型构成了一种BDA的指称数学

结构。BDA中的每个算子都代表了一个代数模

型，以便实现严格的BDS操作算法。BDA提供了

一种有效的数学手段和方法论，用于形式地处理科

学、工程和社会中普遍的、前所未有的BDS规模和

复杂性的挑战。BDA所揭示的大数据原理和形式

模型不仅解释了BDS性质的基本数学结构，而且提

供了在大数据分析中严格操纵BDS的有效算法。

研究发现大数据系统是一个递归类形化超结构

（RTHS）。基于 RTHS所创建的新型数学运算使

BDA能够应用于大数据工程、机器学习和知识提

取的广泛领域。
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On big data algebra: A formal analytic methodology for big data
science and engineering

AbstractAbstract Basic researches of big data science have triggered the emergence of mathematical theories of big data systems. This
paper presents a rigorous analytic methodology for big data science and engineering known as Big Data Algebra (BDA). The
mathematical models of big data science in BDA are formally elicited from common patterns and essences of a wide variety of
big data systems. BDA reveals that any big data system is a Recursively Typed Hyperstructure (RTHS) beyond the traditional
domain of pure numbers. It leads to a set of algebraic operators for big data modeling, analysis, and synthesis towards the
denotational mathematical structure of BDA. The formal principles and properties of big data and their mathematical
manipulations provide a theoretical framework of big data science as the basis for applications in big data engineering.
KeywordsKeywords big data; mathematical model; hyper-structure; algebra; algorithms ●
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