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大数据科学的认知和数学基础引论
WANG Yingxu1,2，彭军 3

摘要 大数据不仅在科学、工程与计算智能中有着广泛的应用, 而且在人类感知、估计、量

化、记忆和推理的认知机制中发挥着基础性作用。通过对大数据科学理论的基础研究，提出

一组大数据系统的一般原理和分析方法。为了从形式上解释大数据的起源和本质，探讨大

数据的认知基础及其数学模型，严格地引出了根植于科学、工程和社会各个领域的大数据的

一般模式。研究发现大数据不再是传统实域上的纯数，而是一个前所未有的新型数学结构，

称为递归类型化超结构（RTHS）。这一大数据系统的基本拓扑特性揭示了大数据工程的复

杂性及其操作与处理的全新认知、理论挑战，以及可选解决方案。
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大数据是人类社会信息化时代的代表现象之

一[1-7]。由于大脑中所表示的认知对象可以根据其

抽象层次从下至上分为数据、信息、知识和智能 4
种形式 [1,6,8-20]，人类活动的几乎所有领域都会产生

不断增长的数据。数据在人类认知机制的基本层

面如感觉、估计、量化、推理和与现实世界互动等方

面均发挥着不可或缺的作用。

数论和数域曾经不断扩展，经历了从无类型数

（O）、二进制数（B）、自然数（N）、整数（Z）、实数

（R）、复数（C）、模糊数（F），到超结构数（H[19,21]，简

称超数）的演化，如图1所示[4-5,13-16,22-24]。图1展示了 图1 数域与人类数据量化方法的扩展
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人类为了处理现实世界中的实体及其在大脑中的

严格表示而对抽象和量化方法的需求的进展过

程。大数据科学中的重要发现之一[19]是数域的需

求已经远远超出了传统的R域中的纯数。譬如，近

代的模糊数域F的特征是一个二维结构[25-26]，即F=
R×I={(R，I)}，其中每个成员被表示为在[-∞, +∞]中
的一个变量和在(0,1]中的一个关联的隶属度。然

而，超数HH是数域最新和最一般化的扩展, 其可被

形式表示为一个类型化n元组[4-5]，如定义13所示。

定义1 数据（data）是现实实体或认知对象的

量在特定量化尺度下的抽象表示，因而其是有物理

量纲和数域类型的数字（digit）。
数据的抽象表达和经典关系模型由Ullman[17]

和Codd[27]提出，其在计算机科学和传统数据库理论

中得到了广泛的研究[3-4,16,22，28-31]。由于数据集的庞

大性和复杂性已经超出了传统理论和技术的处理

能力，自20世纪90年代以来，科学和工程界就面临

着大数据的挑战。“大数据”一词最早是由Mashey
在1998年提出[32]。McKinsey和Gartner从工业应用

的角度探讨了大数据的高价值，而不仅仅是它的规

模[32]。大数据在科学、工程和社会中无处不在的普

遍性在随后的文献中也得到重视[1-2,32-33]。

定义 2 大数据（big data）是在量和质、多样

性、存储、检索、提取、计算、语义认知、维护和处理

诸方面有别于无类型离散数字的超大规模异构类

型化量所构成的一个超结构（hyperstructure）。
大数据的基本特征是非结构化、异构、单调增

长、非描述性、混合/模糊语义，且一致性随时间衰

减或熵随时间增加[23,34]。由于这些固有的复杂性和

极大规模的多维超结构对象，大数据科学的理论和

大数据工程的方法均面临前所未有的问题。

定义 3 大数据工程是用于处理大数据中固

有的复杂性和应用需求的系统方法，涵盖大数据系

统表示、获取、存储、组织、操作、搜索、分发、标准

化、一致性和安全性。

由于大数据呈指数级增长的复杂性和需求，在

大数据工程的各个方面和阶段都遇到了前所未有

的挑战。这就要求对大数据工程进行理论和形式

化研究，从而建立大数据科学。

定义 4 大数据科学是关于大数据系统的原

理、性质、理论、数学模型和方法论,以及大数据工

程的有效组织技术的一门抽象科学。

根据定义 1~定义 4，基于对大数据本质的研

究，大数据科学已经像系统科学、数学科学、软件科

学、知识科学、智能科学和认知科学一样，成为当代

抽象科学的一门新兴学科[35]。

本文探讨大数据作为人类推理和工程应用的

基本认知对象的哲学、认知、计算和数学基础，以便

揭示大数据的认知模型及其计算本质，诸如其类型

属性、超结构模型和递归层次操作。

1 大数据科学的认知基础

数据是大脑中最基本的认知对象，因为它通过

感觉和量化将现实世界的实体及其属性与抽象认

知联系起来[1,15-16,19,23-24.31,36-42]。数据起源于对实体、属

性及其关系的量化和抽象。复杂数据由算术、函

数、分析、统计、数值和计算操作生成。数据的演绎

分析和归纳综合导致了信息、知识和智能，体现了

大数据系统的认知价值。

1.1 数据的认知模型

根据定义 1，数据是抽象世界中无形的对象。

它们是现实实体的属性或关系及其符号表示的抽

象量化。数据的实质曾在概念代数[19]中研究如下。

定义5 数据的认知模型Cd,可被形式化地描

述为知识K背景下的属性（A）、对象（O）及其与外

部概念相对的内部（Rc）、输入（Ri）、输出（Ro）关系的

一个超结构，即

Cd( )数据：A，O，Rc，Ri，Ro

=

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

A ={cognitive_object*, abstraction, quantity, fact,
}figure, unit

O ={sensoryd, observedd, exprimentald, measuredd,
}typedd, derivedd, statisticald

Rc =O × A
Ri ⊆ ×Cd

Ro ⊆Cd ×
（1）
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在上述数据的形式概念模型中，主属性 cogni⁃

tive_objects*表示Cd（数据）所属的概括概念。A中的

其他属性表示该概念的蕴含。O表示该概念的一

组外延或对象。形式概念 Cd（数据）的认知单位

|| ( )Cd 由其内部关系的尺度决定，即 || ( )Cd =
||Rc = ||O × || A = 7 × 6 = 42bir ，其中形式概念的认知

单位可由二元关系（binary relation，bir）度量[5]。

二元关系简称为 bir（比尔），其作为知识科学

的基本理论[5]和知识的基本单位被Wang在2018年
发现[5]。值得注意的是，它与数据和信息的单位bit
（比特）[34] 有着根本的不同。

1.2 数据作为现实实体和抽象属性的量化

数据的普遍性建立在人类认知过程、形式推

理、系统量化、数学运算、计算操作和信息处理的普

遍性之上。数据如表1所示可以分为观察类、推断

类、工程类和社会类[19-20]。

表1 数据的分类和起源

序号

1.1
1.2
1.3
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
4.1
4.2
4.3

类别/来源

观察数据

推断数据

工程数据

社会数据

类型

事实

状态

行为

类比

关系

测量

语义

数学

统计

复合

信息系统

数字化

数据库

知识库

应用领域

社交网络

政府

数据中心

属性/特性

特征、序数、基数、计数、数量

存在形式、构造、状态变化

互动、规范、周期、分布、频率

相似、比较、等价类

关联、因果、映射、序列、并发

量化、限定、缩放、标准化、加权、分类

物理、经验、抽象、数学、规则、性质

线性、非线性、多项式、解析、微分、积分、细化、函数系统

概率、范数、偏差、分布、条件、随机过程

插值、外推、指数、幂函数、阶乘、笛卡尔积、搜索、排序、组合、排列、系统融合

信息技术、通信、计算、搜索引擎、多媒体、视频、图像采集

事实、统计、信号、媒体、电视、照片、音频、序列、比特流

数据中心、公共/工业/个人数据库、云服务器

一般、学科、学术、教育、道路、地球、宇宙

工业、搜索引擎、智能系统、媒体、图像、视频、语音、文本、语言

商业、个人、学术、兴趣团体、意见收集

行政、人口普查、投票、法律、图书馆

全球、区域和城市中心、多对多分布中心

大数据的根本来源是人类的集体智慧。产生

大数据的典型人类活动有多对多通信、海量数据复

制下载、数字图像采集和网络舆情形成等。产生大

数据的典型计算是笛卡尔积（O(n2)）、排序（O

(nlgn)）、搜索（穷举，O(n2)）、知识库更新（O(n2)），以

及复杂度为O(2n)、O(n!)或更高的诸如排列和NP问

题[22,43-44]。

大数据的数学性质是对现实世界实体或认知

对象的数量的抽象表示，通过量化映射到一定的尺

度上。大数据也可能通过极简数学运算产生，比如

实域内最大的数据是 1/0=∞。创建大数据的典型

数学运算有排列、组合、幂函数、阶乘、发散结构（如

编码器和逻辑门等）。例如：（1）欧拉数是 10!=
265252859812191058636308480000000；（2） 2016
年已知的最大素数 [45] 为 274207281-1；（3）有 10000个

输入的与门的状态空间为210000比特，而其语义空间

高达2「Iκ（Iκ-1）=2 100002 （210000-1）≈ 2210000 + 10000 bir[35]。
定义 6 数据的数学模型D是现实实体或认

知对象的数量Q在度量尺度S上的抽象映射，其导

出量是一个实数D∈R，但其所载有的量纲是S，即

D ≙ fs：Q→S （2）
定义7 量化ГS（X）是将未知量X映射到给定

度量尺度S 上的一个度量函数及其过程，即

ГS（X）≙ fq:X→S，S ∈N
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= Q( )X [S ] （3）
式中，[S ]表示量化单位或量纲。

引理1 相对于测量标度S，数量X所对应的

数据 D（X，S）是通过量化 ГS（X）产生的实数

IX ·RX 。在单位[S ]中，IX ·RX 由用小数点分隔的两

部分组成，其中 IX 为整数，RX 为小于[S ]的余数。

D（X，S）=̂ГS（X）= Q( )X
，S ∈N

= IX ·RX [S ]，IX ∈Z，0≤ RX ∈R<S （4）
= ìí
î

IX =mod ( )X
RX = rem ( )X

式中，数据对象由称之为（整数，余数）的量化对偶

（ IX ，RX ）表示，分别由模（mod）和余数（rem）操作

生成。

例 1 给定一实体近似长度为 L≈1286 mm。

根据引理 1和式（4），与这一实体相应的数据可以

在给定的测量尺度S 上生成如下：

S 1=1 m：D1 = Q( )L
1

= Q( )L
1 [m] = 12861000 = 1.286 m

S 2=1 mm：D2 = Q( )L
2

= Q( )L
1 [mm] = 12861 = 1286 mm

S 3=1 μm：D3 = Q( )L
3

= Q( )L
1 [μm] = 12860.001 = 1286000 μm

式中，D2表示测量标度S 2和量化标度S 0相同的特

殊情况，其使量化数据D2等于被测对象L。

1.3 数据作为认知和推理的基本对象

在人类认知的层次结构中，数据、信息、知识和

智能之间的关系可以形式化地描述如下。

定义8 人类大脑中的认知对象Hco的层次结

构是一个四元组，从下至上分为数据（D）、信息

（I）、知识（K）和智能（I·），即
Hco=̂（D，I，K，I·）

=
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

D= fd:O→Q

I= fi:D→ S

K= fk:I→C

I· = fi̇:I→B

（5）

式中符号分别表示对象（O）、数据（D）、数量（Q）、信

息（I）、语义（S）、概念（C）和行为（B）。

基于定义8，数据作为人类最基本的认知对象

之一具有一系列如文献[24]和[34]中所确定的20个
基本认知属性，例如抽象性、概括性、累积性、对认

知的依赖性、类型化的元语义、可共享性、无空间尺

度、无重量、数据到信息/知识/智能之间的可转换

性、多种表示形式、多种承载介质、多种传输形式、

对介质的依赖性、对能量的依赖性、无磨损性、时间

依赖性、熵守恒、不同于物理属性的信息质量属性、

易失真和稀缺性。

2 大数据科学的计算基础

从计算的角度来看，数据的一个重要抽象属性

是它们的类（type）或形态。在类型理论中[5,16]，类决

定了某一形态数据的域、单位和被允许的操作。一

个类型系统指定了所有数据对象类的建模和操作

规则[3,16,29,45]。在一给定完备类型系统中，任何数据

对象都可以被指定到一个类型、一个有限类型集，

或它们的组合。每种类都是一个集合，其中所有数

据对象共享一组公共属性、域约束和预定义操作。

类可以分为基本和复杂类型。前者是一组最简类

型，其不能被进一步约减；而后者是由基本类型按

照一定的类规则组合而成的混合类型。

定义9 数据对象O是一个有指定类T的变量

v，v∈V ⊂ PV ⊏ U，其由类型约束 μv（T）限制以便将

此一般类T通过子域裁剪T″ 转化为一给定问题的

特定类T′，即
O ≙ <v: T | μv（T）=T \ T″=T′> （6）

式中，μv（T）=T\T″=T′将给定数域D 中的T裁剪成

问题域D p中的子集T′，即 v|T′=v|T\v|T″。大数据的

论域U将在定义14中详述。

定义10 数据对象的基本类型Tp是一组完备

的且在不丢失逻辑或语义属性的限制下不可再分

解的数据类，如下所示：

Tp≙ {N, Z, R, S, L, B, H, P} （7）
式中的符号分别表示诸如自然数（N）、整数（Z）、实

数（R）、字符串（S）、逻辑变量（L）、字节（B）、十六进

制数（Hx）和指针（P）的类型。
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表2不但给定了数据的基本类型，而且确定了

它们的表示法、域和属性。表2中的每一个类域都

可以用其数学域（T）和问题域（T′）表示，其中问题

域T′受给定问题或机器内存（Mmax）空间限制。

虽然十进制系统广泛用于面向人的数据表示，

但最精细的数据类是比特（bit）[13]，这是计算机与信

息科学融合的基础。复杂的数据类型和系统可以

基于比特位进行组合。然而最新发现表明，知识科

学与智能科学的基本单位是二进制关系比尔

（bir）[5], 这种重要的类为知识科学和智能科学提供

了理论基础。

定义11 数据对象的复杂类型Tc包含一组由

基本类型派生的组合类型，即

Tc≙ {T, SM, TX, A, F, V, T, D, TM, Bir} （8）
式中的符号分别表示诸如任意（T，在运行时确定)、
结构模型（SM）、文本（TX）、音频（A）、照片（F）、视

频（V）、时间（T）、日期（D）、日期-时间（TM），和知

识（Bir）的复杂类型。其中Bir是基于单位 bir的知

识类型。

复杂数据对象的组合类型在表3中给出，用以

指定了它们的类、符号、域和属性。在表 3中有一

些复杂类型是问题相关的，比如{TX, A, F, V}。为

方便数据表示和定性，在本文数据对象 x的组合形

式中采用了一种类型后缀约定，其由竖线分隔，即

x|T，其中|T 可以由表 2、表 3中的任何类型或基于

它们的用户定义类型来表示。

定义12 大数据的类型系统 T 是表2、表3所
示的17种基本类型和复杂类型的集合，即

T ≙ Tp∪Tc

={N, Z, R, S, L, B, H, P}
∪{T, SM, TX, A, F, V, T, D, TM, Bir} （9）

例 2 大数据应用中任何用户定义的类型都

可以通过基本类型、复杂类型及其组合在类型环境

T 中进行形式化描述。例如，多媒体社交网络中的

典型大数据对象类型，如文本（电子信件、消息）、语

音、照片、视频、知识等均可严格定义如下：

Text|TX: TX ≙ S
Voice|A: A ≙ B×T
Photo|F: F ≙ B×B （10）

表2 数据对象的基本类和域

序号

1
2

3

4

5

6
7

类型

自然数

整数

实数

字符串

逻辑

变量

字节

16
进制

语法

N
Z

R

S

L

B
H

域

N∈[0, 65535], N'∈[0, Mmax-1]
Z∈[-32768, +32767]
Z'∈[-(Mmax/2), +(Mmax/2)-1]
R∈[-2147483648, 2147483647]
R'∈[-(Mmax/2), +(Mmax/2)-1]

S∈[0, 255] S'∈[0, Mmax-1]

L∈[T, F]

B∈[0, 255], B'∈[0, 1023]
H∈[0, 65535], H'∈[0, Mmax-1]

等效性

默 认 的

算 术 运

算

默 认 的

字 符 和

字 符 串

操作

布 尔 常

量 [T|L，
F|L]
默 认 的

二 进 制

操作

表3 数据对象的复杂类和域

序号

1

2

3
4
5
6

7

8

9

10

类型

任意

类型

结构

文本

音频

照片

视频

时间

日期

日期/
时间

知识

符号

T

SM

TS=S'
A=B'×T
F=B'×B'
V=
B'×B'×T
T=hh:mm:
ss:ms
D=YY:
MM:DD
TM=
YYYY:
MM:DD:
hh:mm:ss:
ms
Bir

域

-

SM∈τn|T(Eq. 11)|

S'∈[0, Mmax-1]
B'∈[0, 1023],
TI∈[hh:mm:ss:ms]
B'∈[0, 1023]
B'∈[0, 1023], TI∈[hh:mm:ss:ms]

hh∈[0, 23], mm∈[0, 59],
ss∈[0, 59], ms∈[0, 999]
YY∈[0, 99], MM∈[1, 12],
DD∈[1, 31]
YYYY∈[0, 9999], MM∈[1, 12],
DD∈[1, 31], hh∈[0, 23],
mm∈[0, 59], ss∈[0, 59],
ms∈[0, 999]

[0, ∞)

等效性

运行时

确定的

任何虚

拟类型

默认字

段引用：

x|SM.y|T

问题相

关

默认的

时间操

作

数据的

语义
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Video|V: V ≙ B×B×T
Knowledge|Bir: K ≙ C×C

式中，|TX, |A, |F, |V 和 |Bir是复杂类型或用户定义

类型的后缀, 然而 C是一个如定义 5所示的认知

概念。

大数据科学的另一发现揭示了大数据的形式

载体是一种称为类型化元组的超结构[19]。

定义13 数据和数量的超结构类型是一个通

用的类型化的n元组，τn|T，其在满足一定约束条件

Ti′下，将 n个数据对象封装在异构类Ti（1≤i≤n）的

超结构中，即

τn|T ≙ æ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1Oi|SM

= æ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1 < vi: T′
i | T′

i =Ti \T″
i > （11）

式中，R
n

i = 1 Si表示一个循环结构或迭代行为 [16,46]；Ti′
是对标准类型Ti的一个类型约束。

数域的类型约束广泛用于指定用户定义域或

特定于问题的类型，其是大数据建模中用于构造或

细化数据类型的一般方法。

3 大数据科学的数学基础

数据是将实体的属性映射到一个度量尺度的

量化的结果。大数据是在科学、工程和社会学科中

产生的大规模、异构数据的超结构复杂系统。本节

将在上述概念模型的基础上, 建立一组大数据的

严格数学模型。

3.1 大数据系统的论域

大数据科学的数学结构的整体性质和公理可

以通过对大数据系统的抽象模型的归纳而得出。

该形式化方法从研究抽象数据和大数据系统的论

域开始。

定义14 大数据与复杂抽象数量的论域 U是

一个六元组：

U≙（E, T, Q, R , V , H） （12）
式中，E是一实体和/或其可测量属性集；T 是E的

类型或性质集；Q 是E上的一量化标度集；R 是一

量化关系（Q ×E）或限定关系（E×T）集；V 是一类

型化的值集Q×E×T→V |T；H 是一超结构集E×V ×

T。

论域U的定义揭示一般大数据比定义 2中给

出的简单数据更加复杂。在U的基础上，将形式化

引出大数据系统的数学模型，分为基本和一般大数

据模型。

3.2 大数据系统的数学模型

大数据系统的数学模型可以由引理 1和定义

14导出。在简单数据单维结构的基础上，基本大

数据系统可被描述为二维类型化超结构；而一般大

数据系统将被定义为多维类型化超结构。

定义15 基本大数据系统（BDS）的数学模型

Θ2= Rn
i = 0 R

m

j = 0 dij|T0 j 是论域U中的一个二维n×m类型化

超结构，其中数据元素dij|T0 j 由类型后缀 |T0 j 指定，

可以是任意一种定义在T 中的初级或复杂类型，

即

Θ2=̂ R
n

i = 0 R
m

j = 0 dij|T0 j

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ0 e1|T01 e2|T02 ⋯ em|T0m

κ1 d11|T01 d12|T02 ⋯ d1m|T0m

κ2 d21|T01 d22|T02 ⋯ d2m|T0m
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
κn dn1|T01 dn2|T02 ⋯ dnm|T0m

（13）

式中，R
n

i = 0
κi|SM 中的每一行表示一个称作为结构模

型 ( )|SM 的类型化元组，而 R
m

j = 0
ej|T0 j 中的每一列代

表一个具有特定类型 ( )|T0 j 的域[47], 其中大R算符

R
n

i = 0 Xi用以表示循环结构或重复行为[46]。

如定义 15所示，大数据Θ2数学模型中的第 0
行 θ0是一个特殊的类型化元组，称为BDS的模式。

模式 θ0指定BDS各数据域的结构和约束类。值得

注意的是，BDS数学模型中采用的类后缀 |T 可用

于定义任意类型的大数据，以便满足对于容纳广泛

异构数据的需求。

例3 给定一个有100万用户和7个数据域的

社交网络大数据系统BDS1。其二维大数据模型的
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形式结构 Θ2( )BDS1 可以根据式（13）严格描述如

下:
θ0( )BDS1 = (ID|N, UName|S, GName|S，Text|T，

)Voice|A, Photo|F, Video|V

式中，大数据系统模式Θ2( )BDS1 的7个域分别代表

识别号(|N)、用户名(|S)、组名(|S)、文本数据(|T)、语音

数据(|A)、照片数据(|F)和视频数据(|V)。 Θ2( )BDS1

大数据中如式（14）所示的每一记录都受公共模式

θ0( )BDS1 的约束。

Θ2( )BDS1 = R
1000000

i = 0 R
7

j = 0dij |Tj

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ0( )BDS1 ID|N UName|S GName|S Text|T Voice|A Photo|F Video|V
κ1 0000001 John G0001 Rt0000001|T Ra0000001|A Rp0000001|F Rv0000001|V
κ2 0000002 Judy G0301 Rt0000002|T Ra0000002|A Rp0000002|F Rv0000002|V
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ1000000 1000000 Mike G1806 Rt1000000|T Ra1000000|A Rp1000000|F Rv1000000|V
（14）

式（13）所定义的大数据系统基本模型Θ2可扩

展到一般的n维类型化超结构大数据系统Θn。

定义16 大数据系统（BDS）的一般数学模型

为Θq= R
n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0 … R
nq

iq = 0di1i2...iq|Ti1i2...iq 。该模型在U中任何q

维异构数据可被形式化描述成一个递归的类型化

超结构（RTHS），即
Θq=̂ R

1

k = qΘ
k( )Θk - 1

= R
n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0 … R
nq

iq = 0di1i2...iq|Ti1i2...iq

= R1
k = q

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
θk

0 ek1|Tk
01 ek2|Tk

02e2 ⋯ ekm|Tk
0m θ k - 1

0 |P
κk

1 τk
11|Tk

01 τk
12|Tk

02 ⋯ τk
1m|Tk

0m κk - 1
1 |P

κk
2 τk

21|Tk
01 τk

22|Tk
02 ⋯ τk

2m|Tk
0m κk - 1

2 |P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
κk

n τk
m1|Tk

01 τk
m2|Tk

02 ⋯ τk
mn|Tk

0m κk - 1
m |P

（15）

式中，R
m

j = 1κ
k
j |SM = ( )τk

1|Tk
01, τk

2|Tk
01, ..., τk

m|Tk
01 表示通过

指针 θk - 1
0 |P 递归链接到大数据系统 R

n

i = 1κ
k - 1
i |SM 中低

层结构的一个类型化元组。

通过对比定义 15和定义 16，可见二维基本大

数据模型Θ2是一般大数据模型Θn的一个特例。一

般大数据模型Θq（BDS）中的元素除了终端层外都

是一个类型元组，而基本大数据模型Θ2（BDS）中的

元素是一个终端数据对象。因此，根据定义16，任
何前者可以通过有限步转变为后者，如果Θ0（BDS）

已给定。

例4 在例 3的基础上，建立一个给定社交网

络Θ3（BDS2）的一般大数据模型，其中Θ0= R
1000000

i = 0 R
4

j = 0

dij|T0 j 。按照定义16，该问题的解是将Θ2（BDS1）分

层细化为一个 3 层一般大数据模型，如式（16）
所示。

Θ3( )BDS2 = R1
k = 3

Θk( )Θk - 1 , Θ0 = R
1000000

i = 0 R
4

j = 0dij|T0J

= R
n0

i0 = 0 R
n1

i1 = 0 R
n2

i2 = 0
di0i1i2|Ti0i1i2

=Θ3( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ 3
0( )BDS2 ID|N UName|S GName|S θ 2

0|P
κ3

1 0000001 John G0001 κ2
1|P

κ3
2 0000002 Judy G0301 κ2

2|P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ3
1000000 1000000 Mike G1806 κ2

1000000|P
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在 Θ3( )BDS2 中，每一层自顶向下通过指针

θk - 1
0 |P 链接到下一层，从而任一 k层都将被递归地

细化（⇓）为一个基本二维结构。Θ3( )BDS2 的顶层

设定为 θ 3
0( )BDS2 ，并通过 θ 2

0|P 将其链接到下一层

的二维结构 θ 2
0( )BDS2 。第二层对 θ 2

0( )BDS2 进行细

化，并通过 θ1
0|P 将其链接到下一层的二维结构

θ1
0( )BDS2 。然后，第一层将Θ1( )BDS2 表示为在第0

层给出的一组终端数据对象。

上述定义所给大数据系统的一般数学模型

（Θq）可以用递归层次结构清晰严格地表达任意 q

维大数据结构，其中每一层都是一个统一的二维基

本子结构（Θ2）。例 4显示大数据系统Θq不再是简

单的纯数字一维或二维结构，而是一个递归类型化

的超结构（RTHS），其可分解为一组层次化链接的

二维超结构Θ2。

大数据系统的一般数学模型（Θq），不但揭示了

大数据的递归超结构的数学实质, 而且为现实世

界中任何复杂大数据系统的建模和分析提供了一

种严格、通用、灵活和高效的层次细化和综合递归

方法。该理论也为大数据在超R域中的数学分析

（简称大数据代数[19]）奠定了基础。

4 大数据系统的性质

4.1 大数据系统的递归超结构特性

定理 1 大数据系统的一般递归超结构性质

可由一个 q维层次结构Θq形式化地表述。当最底

层终端结构Θ0已给定为m个数据对象的类型化元

组, 任一高层结构可以由低层结构递归得到，

Θ
q = Rq

k = 1 Θ
k( )Θk - 1 , Θ0= Rm

j = 0 dj|Tj （17）
证明 定理 1可以通过定义 15、定义 16归纳

证明如下：

∀Θ0 = R
m

j = 0dj|Tj,

Θ
q =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Θ1 =Θ0 = æ
è

ö
ø

R
m

j = 0dj|Tj

Θ2 =Θ1( )Θ0 =Θ1æ
è

ö
ø

R
m

j = 0dj|Tj

...
Θ

qæ
è
ç

ö
ø
÷Θ

q - 1æ
è
ç

ö
ø
÷...æ

è
ç

ö
ø
÷Θ1æ

è
ö
ø

R
m

j = 0dj|Tj ...

（18）

=Θqæ
è

ö
ø

Θ
q - 1( )...( )Θ1( )Θ0 ...

= R
q

k = 1Θ
k( )Θk - 1

上述定理是大数据科学基于最新系统科学原

理[35]所得出的另一发现。在定理1的基础上，可以

推导出如下BDS层次细化和层次抽象的原则。

推论 1 在 U中任何一个 BDS都可以通过自

上而下的低层结构以不断增加的细节来演绎和分

析，即

Θ
q = ⇓0

k = q Θ
k = R1

k = q
Θk( )Θk - 1 , Θ0 = Rn

i = 0R
m

j = 0
dij|Tj （19）

逆对称地，推论1可以表示为如下层次抽象原

则。

推论 2 在 U中任何一个 BDS都可以通过自

下而上的结构归纳和综合而合成，即

⇓Θ2( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ 2
0( )BDS2 Rec#|N TStamp|TM Size|B θ1

0|P
κ2

1 0000001 TM1 S1 κ1
1|P

κ2
2 0000002 TM2 S2 κ1

2|P
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ2
1000000 1000000 TM1000000 S1000000 κ1

1000000|P

（16）

⇓Θ1( )BDS2 :

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

θ1
0( )BDS2 Text|T Voice|A Photo|F Video|V
κ1

1 Rt0000001|T Ra0000001|A Rp0000001|F Rv0000001|V
κ1

2 Rt0000002|T Ra0000002|A Rp0000002|F Rv0000002|V
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

κ1
1000000 Rt1000000|T Ra1000000|A Rp1000000|F Rv1000000|V
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Θ
q = ⇑q

k = 0 Θ
k = R

q

k = 1
Θk( )Θk - 1 , Θ0 = R

n

i = 0 R
m

j = 0 dij|Tj （20）
该推论可以看作是对被称为“信息隐蔽”的系统建

模经验原理的形式化表达。

证明 推论1和2可引用定理1证明。

推论 3 一般大数据库（BDB）的数学模型 ⊎a
是根据定理1建立的递归超结构类型化数据库，其

二维和n维模型如下：

⊎a ≙
ì

í

î

ïï
ïï

Θ2 = R
m1

i1 = 0 R
m2

i2 = 0di1i2|Ti1i2

Θn = R
m1

i1 = 0 R
m2

i2 = 0… R
mn

in = 0di1i2...in|Ti1i2...in

（21）

根据定理 1和推论 1~推论 3，任何一般的 n维

大数据系统都可以由低阶的 2维系统递归而成。

反之，任何基本的二维大数据系统都可以由一般的

n维系统演绎而成。

4.2 数据、信息、知识和智能之间的关系

虽然大数据的基本属性由递归超结构和类型

理论主导，但信息、知识和智能的基本属性分别由

组合机制、形式概念和超函数构成。因此, 在人类

认知的层次结构中，数据、信息、知识和智能之间的

关系可以通过以下原理来形式化描述。

定理2 在认知系统Sco的层次结构中，认知对

象之间的可转换性形成了数据（D）、信息（I）、知识

（K）、智能（I·）之间的递归结构如下：

Sco = R
1

k = 4 O
k( )Ok - 1 , O0 = R

n

i = 0di |Ti

=O4æ
è

ö
ø

O3( )O2( )O1( )O0
（22）

= I· æ
è
ç

ö
ø
÷Kæ

è
ç

ö
ø
÷Iæ

è
ç

ö
ø
÷Dæ

è
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

其中层次框架的终端层由具有特定类型的 n维数

据对象 R
n

i = 0di|Ti 给定。

证明 根据定理1，大数据系统的认知转换结

构Sco可被递归归纳地证明如下：

∀O0 = R
n

i = 0di|Ti

O1 =O1( )O0 =O1æ
è

ö
ø

R
n

i = 0di|Ti = fdæè ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

=Dæ
è

ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

O2 =O2( )O1 =O2( )D = fiæèç ö
ø
÷fdæè
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

= Iæ
è
ç

ö
ø
÷Dæ

è
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

（23）

O3 =O3( )O2 =O3( )I = fkæ
è
ç

ö
ø
÷fi

æ
è
ç

ö
ø
÷fdæè
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

=Kæ
è
ç

ö
ø
÷Iæ

è
ç

ö
ø
÷Dæ

è
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

O4 =O4( )O3 =O4( )K = fIæ
è
ç

ö
ø
÷fk

æ
è
ç

ö
ø
÷fiæè
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

= I·æ
è
ç

ö
ø
÷Kæ

è
ç

ö
ø
÷Iæ

è
ç

ö
ø
÷Dæ

è
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

⇒ Sco =O4æ
è

ö
ø

O3( )O2( )O1( )O0

= I·æ
è
ç

ö
ø
÷Kæ

è
ç

ö
ø
÷Iæ

è
ç

ö
ø
÷Dæ

è
ö
ø

R
n

i = 0di|Ti

其中每一给定层次对象都是其直接下层对象的合

成。

上述定理 2揭示了认知对象之间的普遍可转

换性和对人类归纳能力的高度依赖，该定理不但涵

盖数据的抽象/量化、信息获取、知识生成和大脑智

能/智慧创造，而且也表明大数据的语义推导和归

纳是复杂代数运算，而不是通常认为的逻辑运算。

定理 2不但解释了低层认知对象是高层认知对象

的一个不可或缺的基础和范例，而且解释了高层认

知对象是低层认知对象的一个升华和融合。因此，

对于任一给定层次的认知对象, 其不仅是低层认

知对象的语义，也是高层认知对象的实例。

例 5 一个具有 1000个输入、n=1000的逻辑

与门的状态空间所能产生的大数据，O0= Rn - 1

i = 0 di|Ti =
R
999

i = 0di|B,可根据定理2确定为

O1=D ( )O0 =Dæ
è
ç

ö
ø
÷R

999

i = 0di|B = 21000 |B

O2=I ( )D = Iæ
è
ç

ö

ø
÷Dæ

è
ç

ö
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O4= İ ( )K = İ ( )K( )I( )D : ∀n, ANDæ
è
ç

ö
ø
÷R

n

i = 1di|B = ∧n
i = 1di|B

例5表明，在对一个认知对象在不同归纳层次

上的量化描述, 在数据科学的意义上会有极大的

不同。在底部的数据层（O1），所给逻辑与门表示一

个具有21000比特状态空间的超大数据系统。然而，

在信息层（O2），它只表示1000比特的信息，即它的

输入尺度。在知识层（O3），它被归纳为两个Bir的
规则，即当所有输入为 1时，输出为 1；而当任一输

入为 0时，输出为 0。最终，在智能层（O4），无论输

入的尺度（n）是多大，此逻辑与门已升华为与 n无

关的一个通用逻辑与函数。

定理 2和例 5揭示了人类智能是一种非常高

效、快速收敛的知识生成和智慧获取的归纳机制，

其中数据仅仅是现实世界几乎无限状态空间中的

事实材料和个体实例。归纳的认知过程是大数据

转化为知识和智慧的一种典型的、人类智能中最强

大的推理能力。

6 结论

介绍了一个从认知、数学和计算3个领域对大

数据科学的基础研究。发现了大数据系统是一种新

型的超越R域的递归类型化超结构（RTHS），创建了

大数据系统（BDS）的基本数学模型（Θq（BDS））和大

数据科学的数学方法。研究揭示了大数据系统数

据的抽象/量化、信息获取、知识生成和智能/智慧

创生, 均高度依赖于归纳推理机制，为现实世界中

任何复杂大数据系统的建模和分析提供了一种通

用和高效的层次细化方法。本文对大数据原理与

性质的研究，不仅为解释BDS的本质提供了一个新

颖的数学结构，也为大数据科学在大数据工程、机

器学习和知识提取等新兴领域的广泛应用提供了

一种严格的理论基础。
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The cognitive and mathematical foundations of big data science

AbstractAbstract The big data play an indispensable role not only in a wide range of science fields and engineering applications, but
also in the cognitive mechanisms of the sensation, the quantification, the qualification, the estimation, the measurement, the
memory, and the reasoning of human beings. This paper reviews the basic studies of the theoretical foundations of the big data
science, as well as a coherent set of general principles and analytic methodologies for the big data systems. The cognitive
foundations of big data are explored in order to formally explain the origin and the nature of the big data. A set of mathematical
models of the big data are created to rigorously elicit the general essences and patterns of the big data across pervasive domains
in science, engineering, and society. A significant finding about the big data science is that the big data systems in nature are a
recursively typed hyperstructure (RTHS) rather than pure numbers. The fundamental topological properties of the big data reveal
a set of denotational mathematical solutions for dealing with the inherited complexities and unprecedented challenges in big data
engineering.
KeywordsKeywords big data science; big data engineering; mathematical models; recursively typed hyperstructures (RTHS); cognitive
computing; computational intelligence ●
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