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摘要 以无人机飞行控制系统为代表的天地大回路控制系统为对象，用马尔科夫过程分别

描述导航系统故障过程和完好性监测过程，在保持闭环系统随机稳定性的前提下，讨论了系

统噪声与完好性监测延迟时间的关系，给出了一种确定完好性检测延迟时间范围的搜索算

法，并进行了仿真验证。
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目前，无人机（UAV）的着陆引导控制模式主要分

为两种：一种是天地大回路控制模式；另一种是机上自

主控制模式 [1]。所谓天地大回路控制模式即为传统意

义上的无人机和地面控制站之间形成的闭环控制结

构，这种控制模式极大地依赖于导航数据的完好性，一

旦导航数据出现故障或是受到干扰，有可能导致严重

后果[2]。在航行及进近着陆过程中，需要考虑各类故障

对系统的影响，为保证完好性等系统指标，在常规控制

系统的基础上，需要对完好性进行监测。其中，完好性

监测输入指标中的告警时间（TTA）是指可容忍最长告

警时间，也即用户位置、速度、时间和姿态（PVTA）误差

超过告警限值的时刻和系统向用户显示这一警报时刻

的时间差，有的也称为“示警耗时”。广域增强系统

（WAAS）的 TTA一般应小于 2 s,最大不超过 6 s。输出

指标中的用户监测实际TTA对于有很强实时性要求的

全球导航卫星系统（GNSS）应用非常重要，是指实际能

达到的TTA，也是体现完好性特性的重要指标[3]。

基于模型的接收机自体完好性监控（RAIM）算法检

测性能更高，对故障的敏感性也更强。但是这类算法

的主要缺点是必须要重新建立模型，使用比较繁琐，而

且计算量较大，延长了对用户的报警时间，无法满足高

要求的TTA。

本研究采用带马尔科夫参数的控制系统模型描述

天地大会路控制系统，给出确定导航系统完好性 TTA
的极限的搜索算法，以便为完好性监测指标的提出给

出依据。

1 导航系统故障及完好性监测过程模型

完好性是指对系统提供的正确导航信息的信任程

度。具体指卫星导航系统提供的服务在无法保障用户

的预定操作时，系统向用户及时有效地发出不可用告警

标识的能力。而GNSS作为主用或唯一导航系统时，精

度损失有可能造成涉及生命安全的问题，更为重要的是

精度未达到特定用户需求却未在规定短时间内告知用

户，这使得用户信任系统提供的错误导航位置信息而可

能引起重大安全事故。从这个角度来看，系统的完好性

保障比精度更加重要，更加受到导航业界的关注[4-10]。
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导航系统中干扰或故障发生的时间、位置、幅值大

小都具有随机性，可以使用随机过程来描述故障过

程。同样，系统可以有多种故障状态，完好性监测系统

能否发现导航系统发生了故障以及能否判断出系统处

于哪种故障状态也是随机的，它的决策过程也可以看

作一个随机过程。

Srichander和Walke[11]提出的模型中定义了两个不

同状态空间中的随机过程，一个代表系统元件故障；另

一个代表故障检测与隔离（FDI）方法。在本文中，用随

机过程描述导航系统故障过程和完好性监测过程。用

一个随机过程 η( )t 来表示导航系统故障过程，用另一

个随机过程 ψ( )t 表示完好性监测过程。假设 η( )t 和

ψ( )t 均为具有有限状态的马尔科夫过程。

导航系统故障过程 η( )t 的状态空间为S={1,2,……,
s}，具体定义为

ì

í

î

ïï
ïï

pkj( )Δt =αkjΔt + o( )Δt ( )k≠ j

pkk( )Δt = 1 -∑
k≠ j

αkjΔt + o( )Δt ( )k = j （k, j∈S） （1）

完好性监测过程ψ(t)的状态空间为R={1, 2, ……,
r}，具体定义为

ì

í

î

ïï
ïï

pk
ij( )Δt = qk

ijΔt + o( )Δt ( )i≠ j

pk
ii( )Δt = 1 -∑

i≠ j

qk
ijΔt + o( )Δt ( )i = j （i, j∈R） （2）

如果这两个随机过程相等，表示完好性监测过程

完全准确并且没有检测时间延迟。而实际上，由于误

检率、漏检率和TTA等因素的存在，这两个过程不可能

完全相等。

2 无人机飞行控制系统模型

对于线性系统，系统表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x( )t = A( )t x( )t +B( )η( )t u( )x( )t ,ψ( )t , t
+D( )x( )t ,η( )t , t Ẇ1( )t +E( )u( )t ,η( )t , t Ẇ2( )t
+F( )η( )t Ẇ3( )t

u( )x( )t ,ψ( )t , t = -K ( )ψ( )t , t x( )t
（3）

式中 x( )t 表示n维状态向量，A( )t 为n×n矩阵。 η( )t 表

示导航系统故障。 u( )x( )t ,ψ( )t , t 为m维输入向量，参数

中的 ψ( )t 表示完好性监测过程重构的控制律对输入的

影响。 B( )η( )t 为n×m维矩阵，参数中的 η( )t 表示导航

系统故障对 B 阵的影响。 W ( )t 假设为维纳过程，

D( )x( )t ,η( )t , t Ẇ1( )t 表 示 与 状 态 相 关 的 噪 声 ，

E( )u( )t ,η( )t , t Ẇ2( )t 表 示 与 输 入 相 关 的 噪 声 ，

F( )η( )t Ẇ3( )t 表示独立噪声。

假设 D( )x( )t ,η( )t , t 和 E( )u( )t ,η( )t , t 与 x( )t 和 u( )t

是线性关系

D( )x( )t ,η( )t , t =∑
l = 1

n

Dl( )η( )t xl( )t

E( )u( )t ,η( )t , t =∑
l = 1

m

El( )η( )t ul( )t
（4）

为表示方便，采用简化符号：当 η( )t = k ∈ S ，

ψ( )t = i ∈R时，B( )η( )t =Bk ，F( )η( )t =Fk ，D( )η( )t =Dk ，

E( )η( )t =Ek ，K ( )ψ( )t =Ki 。

为使系统对于每一个初始值 x( )t0 都几乎确定地能

解 出 连 续 随 机 过 程 解 x( )t ，同 时 保 证 联 合 过 程

{ }x,η,ψ ={ }x( )t , η( )t , ψ( )t ；t0 ≤ t≤ tf 是一个马尔科夫过

程，该系统需要满足 Srichander和Walke[11]提出的均值

条件、增长条件及李普西兹条件。

3 稳定性判据

针对式（3）描述闭环控制系统的均方指数稳定问

题，Mahmoud和 Jiang[12]考虑了噪声影响，并讨论了系统

的稳定性问题。Mahmoud和 Jiang[13]给出了对于特定系

统，FDI检测延迟时间和稳定性的关系。高飞和张洪

钺[14]在保证稳定性的前提下，研究了系统噪声和FDI检
测延迟时间的关系，给出了在考虑噪声的条件下，确定

FDI检测延迟时间合理范围的方法。

对于式（3）所描述的线性系统，按照Kozin[15]提出的

稳定性定义，Srichander和Walke[11]给出定理1所示稳定

性判据。

定理1：系统在控制律 ui = -Kix 下均方指数稳定的

充要条件是，对于任意 k ∈ S，i ∈R，t→∞时，下面的矩

阵微分方程存在有界的稳态解 Pki > 0 ，

Ṗki( )t + A͂T
kiPki( )t +Pki( )t A͂ki + ∑

j ∈ S, j≠ k

αkjPji( )t +

∑
j ∈R, j≠ i

qk
ijPkj( )t +Λki +KT

i ΓkiKi +Qki = 0
其中Qki > 0，Pki( )0 = 0

A͂ki = A -BkKi - 12 I∑j≠ k

j ∈ S
αkj - 12 I∑j≠ i

j ∈R
qk
ij

Λki = [ ]trace{ }DT
klPkiDkc ∀l, c = 1,…,n

Γki = [ ]trace{ }ET
klPkiEkc ∀l, c = 1,…,n
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4 完好性TTA的表示

任何一种完好性监测方法都是有一定检测延时

的，检测延时表示的是从系统发生故障到完好性监测

过程做出判断之间的时间间隔。检测延时与所选择的

监测方法、系统的动态特性、噪声情况及故障的发生情

况有关。

因此，研究控制系统对完好性监测方法的限制条

件，进而给出可选择的完好性监测方法的指标范围，具

有十分重要的现实意义。

下面按照 Srichander和Walke[11]的思路，给出完好

性TTA的表示方法。

假设τ是完好性监测过程的保持某种状态的时间，

Fk
ij ( )t 是在导航系统故障过程处于状态k的前提下，当完

好性监测过程离开状态 i，进入状态 j之前，在状态 i保持

时间的概率分布函数。 f k
ij ( )t 是 Fk

ij ( )t 的概率密度函

数。其中 k ∈ S, i, j ∈R。

完好性监测过程在时间 t之前发生状态转化的概

率为

Fk
ij ( )t = Pr{ }τ≤ t （5）

而在时间 t之内不发生状态转化的概率，则可以表

示为可靠度 Rk
ij( )t 。

Rk
ij( )t = Pr{ }τ≤ t = 1 -Fk

ij （6）
完好性监测过程在时间 t之前不发生状态转化，在

时间 t+Δt之前发生转化的概率可表示为

Fk
ij ( )t +Δt|τ > t = Pr{ }τ≤ t +Δt,τ > t

Pr{ }τ > t
= Pr{ }t < τ < t +Δt

Pr{ }τ > t = Fk
ij ( )t +Δt -Fk

ij ( )t
1 -Fk

ij ( )t

（7）

qk
ij( )t 的定义为

qk
ij( )t = limΔt→0

ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

Fk
ij ( )t +Δt|τ > t

Δt （8）
将（7）式代入（8）式可得到

qk
ij( )t = limΔt→0

ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

Fk
ij ( )t +Δt|τ > t

Δt = f k
ij ( )t

1 -Fk
ij ( )t

（9）
对于单样本检验等监测方法，完好性监测过程不

需要使用历史数据，具有无记忆性，监测过程的告警时

间分布函数可用指数分布来描述；对于序贯概率比等

依赖历史数据的监测方法，可以使用Gamma分布来描

述其告警时间分布。

如果检测延迟时间服从指数分布，即

f k
ij ( )t =λk

ijexp{ }-λk
ij t , t≥0

代入（8）式可得

qk
ij( )t = λk

ijexp{ }-λk
ij t

exp{ }-λk
ij t

=λk
ij = 1

t̄
（10）

表示在故障过程处于状态 k的前提下，当完好性

监测过程离开状态 i，进入状态 j之前，在状态 i保持时间

的期望值。

如果告警时间服从Gamma分布，即

f k
ij ( )t = λk

ij

γ( )r kij
( )λk

ij t
rkij - 1exp( )-λk

ij t , t≥0

代入（10）式可得：qk
ij( )t =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú( )λk
ij t

rkij( )t rkij - 1

( )r kij - 1 !∑
m = 0

rkij - 1 1
m !( )λk

ij t
m

可见 qk
ij( )t 是时变的，考虑在很短的时间范围内，可

以把 qk
ij( )t 近似为常数。当时间趋于无穷大时可得 qk

ij( )t
的极限为

qk
ij( )t
t→∞

=λk
ij （11）

可见完好性监测算法的服从Gamma分布的检测延

迟在一定条件下可以用指数分布来近似。

5 修正的稳定性判据

使用上面式（10）、（11）的结论，在定理 1中使用 λk
ij

代替 qk
ij( )t ，得到下面的修正稳定性判据。

定理 2：系统在控制律 ui = -Kix 下，均方指数稳定

的充要条件是，对于任意 k∈S，i∈R，当 t→∞时，下面的矩

阵微分方程存在有界的稳态解Pki>0，满足

Ṗki( )t + A͂T
kiPki( )t +Pki( )t A͂ki + ∑

j ∈ S,j≠ k

αkjPji( )t +

∑
j ∈R, j≠ i

λk
ijPkj( )t +Λkj +KT

i ΓkiKi +Qki = 0
其中Qki>0，Pki(0)=0

A͂ki = A -BkKi - 12 I∑j ∈ S
j≠ k

αkj - 12 I∑j ∈R
j≠ i

λk
ij

Λki = [ ]trace{ }DT
klPkiDkc ∀l, c = 1,…,n

Γki = [ ]trace{ }ET
klPkiEkc ∀l, c = 1,…,m
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6 确定告警时间范围的方法

利用定理 2分析在保持系统稳定性的前提下系统

噪声和完好性监测过程告警时间的关系。即状态相关

的噪声幅值D、和输入相关的噪声幅值E与完好性监测

告警时间 t̄对系统稳定性的影响。

首先对问题进行简化，假设系统在正常和各种故

障情况下，系统噪声的影响不变，即 Di=Dj、Ei=Ej（i, j=
1,…, s）。同时假设所有监测告警时间 t̄ 都相等，即 λk

ij

都相等。

通过定性的分析可知，对于一个在正常情况下稳

定的闭环控制系统，在D、E和 t̄ 都为零的情况下（表示

系统没有噪声影响，同时完好性监测没有延迟，即完好

性监测过程和故障过程同步反应），系统必然稳定。问

题转化为求取组合（D，E，t̄）构成集合的边界问题，即

将这 3个量从零开始递增，求取一个上界，使得在该点

处系统由稳定变为不稳定。边界以内的点（D，E，t̄）都

满足使系统稳定的条件。

采用类似于高飞和张洪钺[14]给出的方法，确定时间

延迟范围的方法为：首先选定一个搜索区域（0≤D≤
Dmax，0≤E≤Emax），以一定的精度遍历其中的所有点，对

每一对组合（Di，Ej），可求出使系统满足稳定的最大的

告警时间。求解的算法流程图如图1所示。

t̄ 的搜索策略为在给定的组合（Di，Ej）下，搜索使系

统稳定的 t̄上限。

系统的稳定性判据可根据定理2进行数值仿真，当

所有Pki有大于零的稳定解时（注意时间方向为 t̄ →∞），

系统稳定。

D、E更新策略为以某一精度在给定区域内遍历所

有点，以模拟系统的各种噪声环境。

如果直接实行（D，E）的遍历，将会遇到维数爆炸问

题，计算量以所选点密度的立方增长，因此必须尽可能

地简化计算。

6.1 t̄的搜索策略

在保证精度的前提下，为了尽快得到完好性监测

告警时间 t̄ 的边界值，采用了变步长往返搜索法，即开

始阶段采用比较大的步长从0开始递增，每次增加后都

判断系统是否稳定，如果系统稳定性发生了变化（从稳

定到不稳定，或者从不稳定到稳定），则适当地减小步

长，同时向反方向搜索。

通过循环进行上面的步骤，可以较快地搜索到边

界点，而步长的逐步缩小可以满足指定的精度要求。

6.2 D、E更新策略

D、E不需要遍历整个选定的区域，考虑到本问题目

的为求取边界，因此只要在一个选定搜索方向上，当发

现 t̄ 为零时，系统仍不稳定，可知已经达到了边界，不需

要在该方向继续进行搜索。

如果定义D、E、t̄为三维空间中3个方向的坐标轴，

搜索结果即为第一象限一个形状近似为四面体的区域

（用Ω表示），其中3个面为（D，E，t̄）空间的3个坐标平

面，另一个面为搜索到的所有边界点构成的曲面。位

于区域Ω中的每一个点（Di，Ej，tk）都可以使给定的系统

保持稳定。区域Ω的起始点是原点（0，0，0），表示D、E、

t̄从0开始。

对于给定的系统，其噪声状况是确定的，比如当D=
Ds、E=Es时，只要在D、E轴上对稳定区域Ω进行切割，去

掉(0-Ds)、(0-Es)的部分，切割后空间Ω中的点，可使当前

系统保持稳定。

在实际工作中，进行系统设计时，使用这种方法可

以确定完好性检测告警时间的可选范围，进而选择合

适的完好性监测方法。

7 仿真实例

7.1 求取完好性监测告警时间的可选范围

采用高飞和张洪钺[14]给出的系统参数，但该模型已

赋予新的物理含义，完好性监测过程有两种状态：正常

状态和故障状态（下标 1表示正常状态值，下标 2表示

故障状态值）。

A= [ ]0.4
B = ìí

î

ï

ï

B1 = [ ]1.0 —正常

B2 = [ ]0.2 —故障

α12 = 0.005;α21 = 0.001
K1 = 1.0;K2 = 3.5

图1 最大告警时间搜索算法流程图

Fig. 1 Max TTA search alogrithm flow
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选择Qkj=1，∀k∈S={1,2}，i∈R={1,2}。
系统初始稳定，在（0≤D≤0.35，0≤E≤0.15）的范围

内进行搜索，设定D正方向上步长为 0.05，E正方向上

步长为 0.03。对 t̄ 的搜索为每次系统稳定性发生变化

后，搜索步长变为现有步长的十分之一。仿真结果如

图2所示。

图2 系统噪声与完好性监测告警时间关系

Fig. 2 Relation between system noise and TTA

表1 稳定区域边界数据

Table 1 Data of stability region

图2左侧为稳定区域边界的三维图，可以看出使系

统稳定的区域呈类似四面体的形状。右侧为三维图中

（D，E）平面的等高线图，原点处为最高点。仿真得到 t̄

边界的具体数据如表1所示。

从中可以看出，系统的稳定区域位于原点附近的

区域。随着D、E的增大，即系统所处的噪声环境越来

越恶劣，t̄ 的上限逐渐变小。这说明为了保持系统稳

定，对完好性监测的快速性提出了更高的要求。

7.2 稳定性验证

如果某系统的噪声情况是D=0.1，E=0.06，则从上

面已经得到的稳定区域可以看出，为保持系统稳定，完

好性监测告警时间的允许范围是：0≤ t̄ ≤0.29。
如果选取 t̄ =0.2，根据定理2，可得4个Pki结果如图

3所示。

可见结果都大于零并且稳定有界，说明该完好性

监测告警时间标准的选择保持了系统稳定。

如果完好性监测告警时间超过了限制，选为 t̄ =
0.80，仿真可得Pki（图4）。

Pki呈发散状态，说明完好性监测告警时间选择不

当造成系统不稳定。

8 结论

将带马尔科夫参数的控制系统模型思想应用于考

虑完好性监测的天地大回路控制系统，给出了在保持

系统均方指数稳定的前提下，在不同的系统噪声环境

中，确定完好性监测告警时间的方法，为完好性监测方

法指标的提出理论支撑。在该研究方向，本文仅开展
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图3 稳定系统Pki

Fig. 3 Pki of stable system
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了初步研究，如仅考虑了告警时间，未考虑误检及漏

检；确定稳定极限的搜索算法仅为充分条件，未涵盖全

部稳定区间等，在后续工作中会逐步进行深入研究。
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Stability analysis of flight control systems of UAV considering gnss
integrity monitoring

AbstractAbstract In order to maintain the stochastic stability of flight control system of UAV, two Markov processes are used to model both GNSS
system fault and integrity monitoring process. The relation between system noises and time to alert (TTA) of GNSS integrity monitor is
studied, and a method to obtain the appropriate range of TTA is proposed.
KeywordsKeywords flight control of UAV; Markov process; time to alert; system noise; stochastic stability ●
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